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有耗色散光子晶体带隙结构的本征值分析新方法∗
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为计算有耗色散光子晶体的带隙结构, 提出了新的本征值分析方法. 该方法借助于量子输运问题中的思
想, 在本征值方程的推导过程中进行了巧妙的变换, 将复杂的非线性本征值问题转化为线性本征值问题; 并利
用频域有限差分 (FDFD)方法直接求解线性本征值方程, 最终得到有耗色散光子晶体结构的相关物理参数.
与其他方法相比, 该方法的最大特点为概念清晰、计算简便, 最终节省了计算时间及所需内存量. 利用该方法,
对介质光子晶体结构进行模拟, 结果与传统FDFD方法符合较好, 从而验证了方法的有效性. 此外, 利用所提
方法计算了有耗色散光子晶体结构的色散曲线, 得到了表面等离子波激发的区域, 进一步讨论了损耗对其色
散曲线及本征模场的影响. 相关结果对色散有耗光子晶体的研究具有一定的理论指导意义.
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1 引 言

光子晶体是具有不同介电常数的材料按照周

期性排列而形成的复合介质结构, 且其周期可与光
波长相比拟, 某些波段的电磁波因周期性结构的强
散射而在某个方向上不允许传播, 称这个频率范围
为光子带隙或者光子禁带 [1−4]. 光子带隙是光子晶
体的最根本的特征, 也是制备和应用光子晶体的最
重要的依据. 利用光子晶体所具有的独特光学特
性, 可以制作各种光学器件实现对光的控制 [5,6], 比
如光子晶体激光器 [7]、光波导 [8]、滤波器 [9]等.

随着光子晶体研究的发展, 由有耗色散材料制
备的光子晶体逐渐成为研究的热点问题之一. 贵金
属可以激发表面等离子体激元, 这一特性在光探测
方面有广泛的应用, 而大多数贵金属在光波段都具
有色散性. 另外一些新型人工材料的电磁参数通常

情况下也是频率的函数, 所以对有耗色散光子晶体
进行研究有很重要的意义.本征值方法是求解光子
带隙的重要方法. 当材料介电常数是与频率无关
的常数时, 光子带隙的求解是一个标准的线性本征
值问题 [10,11]. 如果材料为色散材料而且有损耗, 光
子带隙的计算就是一个复杂的非线性本征值方程

求解问题 [12−15], 计算耗时 [16,17]而且增加了计算

所需内存量. 传统光子带隙计算方法 [10−12,18] 在计

算色散关系时, 给定布洛赫波矢k, 频率ω作为本征

值 (ω = ω(k)). 如果光子晶体材料是色散的, 布洛
赫波矢k则为复数, 传统的光子带隙计算方法遇到
困难, 此时产生了一些将布洛赫波矢k作为本征值

的光子带隙计算方法 (k = k(ω)), 这些方法一般最
后将问题转化为一个二次本征值方程求解问题, 比
如D-N (Dirichlet-to-Neumonn)变换法 [13], 有限元
(FEM)方法 [14,15]. 另外, Ramma 和Fan[19] 通过

引入辅助中间变量处理色散, 将问题转化为标准矩
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阵本征值方程的求解, 而且当材料无耗时为哈密尔
顿本征值方程;当材料有耗时为非哈密尔顿本征值
方程.由于引入了中间变量, 该方法增加了计算所
需内存量, 而且辅助中间变量的数量随着Lorentz
模型项的增加而增加. 时域有限差分 (FDTD)方
法 [20,21], 作为电磁场计算中应用比较广泛的方法
之一, 可以计算色散光子晶体带隙结构 [22], 但是其
计算精度和离散网格及迭代步数有关, 因而比较耗
时, 而且为了得到其本征模分布而进行的傅里叶变
换也会引入噪声影响其精度.

在求解有耗色散光子晶体带隙结构时, 为了
避免上述问题, 本文借助于量子输运问题中的思
想 [23], 在本征值方程的推导过程中经过巧妙变换,
得到一个标准的线性本征值方程,并利用FDFD方
法直接求解该方程. 该方法较其他方法的最大特点
为概念清晰、计算简便, 避免了复杂的非线性本征
值方程求解, 节省了计算时间和计算所需内存量.
损耗对光子晶体的群速度、品质因数以及本征模的

对称性和简并产生影响, 而光子晶体的这些参数
直接影响着光子晶体的工程应用. 比如, 群速度决
定了器件的功耗和在每单位传输距离上的传输时

间;微腔量子电动力学中原子、分子的自发衰变率
正比于品质因数 [24]; 本征模的对称性和简并与时
间可逆性 [25]、光子狄拉克锥 [26]等物理概念紧密相

关.因此本文还将讨论损耗对光子晶体色散曲线以
及本征模场的影响.

2 基本理论

一般情况下, 通过求解矢量波动方程 (1)可以
得到光子晶体的光子带隙图 (ω = ω(k)色散关系),

∇× 1

ε
∇×H = k20H, (1)

其中 ε是光子晶体构成材料的相对介电常数, H是
磁场, k0 =

ω

c
为真空中电磁波波数. 为更好地理解

和介绍, 本文以二维光子晶体为例阐释该本征值算
法, 但该算法对三维光子晶体仍然适用. 如图 1 (a)
所示为二维光子晶体的xoy截面, x, y方向为周期,
周期长分别是Px和Py. 在二维情况下, 考虑光子
晶体的平面传播特性, 设 z 方向波数kz = 0, 将电
磁波分为TEz(Ex, Ey,Hz)和TMz(Hx,Hy, Ez)波.
以TEz波为例, 对应的矢量波动方程 (1)可以写成
标量波动方程:

∂

∂x

(
1

ε(x, y)

∂Hz

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

ε(x, y)
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)
+ k20Hz

= 0. (2)

以Yee网格剖分元胞 (为了书写简洁, x, y方向仅

剖分成 3个网格), 如图 1 (b), 网格点上场值φi,j

(i, j = 1, 2, 3)代表磁场Hz. 对 (2)式利用五点差分
法 [27], 得

1
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) − φi,j − φi,j−1

ε
(
i, j − 1

2

) )

+ k20φi,j = 0, (3)

其中∆x, ∆y分别是x, y方向网格剖分步长. 由
(3)式以及图 1 (b)可以看出, 非边界区域网格点上
磁场的计算需要利用其周围的四个网格点上的磁

场值. 边界网格点上磁场值的计算需要用到边界
区域外网格点上的磁场值, 此时需要用到周期边界
条件

φ(x± Px, y ± Py)

= φ(x, y) exp(∓jkxPx ∓ jkyPy), (4)

r
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图 1 二维光子晶体 (a)横截面与 (b)Yee网格剖分示意图
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图 1 (b)中最外层虚线网格的引入目的为应用周期
边界条件 (4)式并不参与计算.

对方程 (2)在每个网格点上应用五点差分法
(3)和周期边界条件 (4), 得到矩阵形式的差分方程:

M11 M12 M13 exp(−jkxPx)

M21 M22 M23

M31 exp(jkxPx) M32 M33


×ψ = 0, (5)

其中

ψ = (φ11 φ21 φ31 φ12 φ22 φ32 φ13 φ23 φ33)
T,

Mii 和Mij(i ̸= j)定义如下:

Mii =
D1i −T2i −T3i exp(−jkyPy)

−T1i D2i −T3i

−T1i exp(jkyPy) −T2i D3i

 ,

(6)

其中

Dmi =
2

εmi ·∆x2
+

2

εmi ·∆y2
− k20,

Tmi =
1

εmi ·∆y2
,m = 1, 2, 3.

Mij = − 1

∆x2


1

ε1j
0 0

0
1

ε2j
0

0 0
1

ε3j

 . (7)

为了将kx从方程 (5)中的矩阵中分离出来, 引入矩
阵H, P

H =


0 0 M13

M21 M22 M23

0 M32 M33

 , (8)

P = −


M11 M12 0

0 0 0

M31 0 0

 . (9)

那么 (5)式变为

Hψ = exp(jkxPx)Pψ. (10)

对于给定的ω和ky, 如果矩阵H,P是可逆的, 那么
(10)式就是一个标准的本征值问题.遗憾的是, 矩
阵P明显是不可逆的, 因为其至少有一行所有的元

素都是零, 同时根据矩阵H的元素可以证明H是

奇异矩阵.为了克服这个缺陷, 对 (10)式进行等价
变换, 整理得:

(H−P)ψ = [exp(jkxPx)− 1]Pψ, (11)

(H−P)−1Pψ =
1

exp(jkxPx)− 1
ψ. (12)

(12)式中矩阵 (H − P)总是可逆的, 因为它的元素
是 (2)式的差分系数, (12)式是一个标准的本征值
问题. 求解 (12)式, 得到本征值

λ = 1/(exp(jkxPx)− 1),

然后根据关系式

kx = log
( 1

λ
+ 1

)
/(jPx)

计算kx的值, 可以看出kx是一个复数. 由对称性
可知, 通过对ω 扫频, 以及遍取ky(或kx)在不可约
布里渊区边界上的值, 求得kx(或ky)就可以得到光
子晶体的带隙图.

从以上对本征值方程的推导过程可以看出, 本
文本征值算法的核心思想就是从 (5)式中的矩阵中
分离出待求量kx(或者ky), 通过运算, 将其转化成
线性本征值方程 (12)中的本征值项, 将问题转化成
标准的线性本征值问题, 概念清晰.存在两个重要
的且巧妙的变换, 一是通过引入矩阵H, P, 将待求
量kx(或者ky)从矩阵中分离出来; 二是通过等价变
换使得方程 (10)转化为标准的线性本征值方程.

3 数值计算与结果分析

3.1 算法验证

为了验证算法的有效性, 计算介质柱光子晶
体带隙图, 并与传统FDFD算法进行结果对比.
注意本文中计算所用的频率均采用归一化频率
ωa

2πc
. 考虑相对介电常数 ε = 12 的介质柱在空气

中 (εair = 1)周期排列构成的光子晶体, 晶格常数
为a = Px = Py, 介质柱半径 r = 0.4a. 图 2给出了

在归一化频率 [0 0.5]范围内的光子带隙图, 本文算
法 (红色圆圈)与传统FDFD(黑色虚线)算法的结
果进行了对比, 图 2内插图给出了不可约布里渊区

示意图. 由图 2可看出, 两种算法符合较好, 表明所
构建算法的有效性. 同时我们注意到, 归一化频率
[0.34 0.42]区间为禁带区, 沿Γ—M方向的电磁波

不能传播, 而沿M—X, X—Γ方向的电磁波则可

以传播.
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图 2 二维介质柱光子晶体带隙图及不可约布里渊区示

意图 介质柱相对介电常数 ε = 12, 半径 r = 0.4a, 其中
a为晶格常数

3.2 色散有耗光子晶体

考虑由方柱构成的光子晶体,方柱边长为0.4a,
a为晶格常数,此处我们假设方柱为色散材料,且有
损耗. 由第 2部分基本理论中线性本征值方程的推
导过程可以看出, 本文算法中材料的相对介电常数
可以是离散的数据点, 也可以是频率的函数形式.
本文中用如下Drude 模型来表征方柱复相对介电
常数:

ε = 1−
ω2

p
ω2 + iωγ , (13)

其中ωp为等离子体极化共振频率, γ为碰撞频率或
阻尼系数, 代表的是材料的损耗因子, i是虚数单
位. 当γ = 0时, ε为实数且是频率ω的函数, 此时
表明材料无耗但是具有色散性. 当γ ̸= 0时, ε 为
虚部不等于零的复数, 此时材料为色散有耗材料,
那么固定ky计算得到的kx(或者固定kx得到的ky)
的虚部也不为零.如果是纯虚数, 其对应的电磁波
相位不发生变化, 那么电磁波是不能传播的;如果
其虚部存在, 对应的本征模比较复杂, 相应的电磁
波在传播的过程中衰减 (虚部小于零)或者被放大
(虚部大于零).

为了研究损耗对色散曲线的影响, 分别针对无
耗、有耗并逐渐加大损耗的情况进行仿真, 即分别
取γ = 0, γ = 0.01ωp 和γ = 0.1ωp. 令ωp =

2πc

a
,

针对不同阻尼系数 γ的三种情况, 图 3给出了归

一化频率与kr的色散关系图, 其中kr 为沿Γ—M

方向 (kx = 0)计算得到的 ky的实部, 蓝色实线、
红色虚线和带标识符 “+”绿色实线分别对应的是
γ = 0, γ = 0.01ωp和 γ = 0.1ωp. 如前文所述,
波数k的虚部在电磁波的传播中有着重要的意义,
图 4给出了对应于图 3 的归一化频率与ki 在不同

阻尼系数 γ 下的色散曲线, 其中ki为沿Γ—M 方

向 (kx = 0)计算得到的ky的虚部. 图 3表明, 在归

一化频率 [0.51 0.85]区间, 阻尼系数较小时 (γ = 0,
γ = 0.01ωp), 存在很多平坦的曲线, 在这些曲线上

群速
dω
dkr
为零, 为表面等离子体激元模. 为更清楚

地展现这些平坦的曲线, 将图 3和图 4 在归一化频

率区间 [0.51 0.85] γ = 0和γ = 0.01ωp对应的一部

分色散曲线放大置于图 5 .
由图 3、图 4和图 5可以看出, 当阻尼系数较小

(γ = 0, γ = 0.01ωp)时, 色散曲线在归一化频率
[0.51 0.85]区间震荡十分剧烈, 当γ = 0.1ωp时, 色
散曲线整体则较为平滑. 另外注意到, 无耗 (γ = 0)

情况下, 在禁带区实部kr取值为不可约布里渊区的

边界, 即kr =
π

a
. 而在有耗情况下, 相应的色散曲

线到不了不可约布里渊区的边界, 或者仅有一个频
点触碰到边界, 这一现象可以在图 5 (a)以及图 6中

看到.无耗情况下, kr 在整个禁带区取值都为
π

a
, 且

群速为无穷大. 相应地, 在有耗情况下, kr在整个

禁带区仅在一点频点上群速无穷大, 且该频点对应
的kr的值小于等于

π

a
(和损耗相关). 图 5同时表明

阻尼系数越小, 色散曲线在表面等离子体激元频率
区间震荡越大.
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a
/
2
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γ=0
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γ=0.1ωp

图 3 (网刊彩色)归一化频率与沿 Γ—M 方向 (kx = 0)
计算得到 ky的实部 kr在不同 γ下的色散关系, 方柱边长
为 0.4a
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图 4 (网刊彩色)归一化频率与沿 Γ—M 方向 (kx = 0)
计算得到 ky的虚部 ki 在不同 γ下的色散关系, 方柱边长
为 0.4a
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图 5 归一化频率区间 [0.51 0.85] γ = 0 和 γ = 0.01ωp
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图 6 光子禁带区色散曲线放大图

为了研究那些平坦的曲线背后的物理, 以及
进一步讨论损耗对光子晶体本征模场分布的影

响, 下面从其对应的场分布展开分析. 图 7、图 8和

图 9给出了在归一化频率 0.701 (对应表面等离子
体激元频率)下磁场Hz的场分布, 分别对应γ = 0,
γ = 0.01ωp, γ = 0.1ωp的情况, 磁场由三者最大绝
对值归一化. 因为表面等离子体激元是一种表面
波, 其场强的最大值集中在方柱和空气的接触面,
而且向两边指数衰减, 图 7、图 8和图 9都能很好地

说明这个特性.而随着损耗 γ的增大, 场分布的对
称性被破坏 (如图 9 )且趋于集中在一个方向上. 与

0.2
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0.6

0.8

图 7 (网刊彩色)归一化频率 0.701下磁场Hz(归一化)
场分布 γ = 0.001ωp

0.2

0.4

0.6

0.8

图 8 (网刊彩色)归一化频率 0.701下磁场Hz(归一化)
场分布 γ = 0.01ωp

0.2

0.1

0.3

0.4

0.5

图 9 (网刊彩色)归一化频率 0.701下磁场Hz(归一化)
场分布 γ = 0.1ωp

γ = 0.1ωp时磁场分布 (图 9 )相比, 无损耗或者损
耗较小时磁场分布 (图 7 )更集中在方柱与空气的
接触面上, 说明无损耗或者损耗较小时, 场的分布
更集中. 另外由图 7、图 8和图 9可以看出, 随着损
耗γ的增大场强变小, 说明损耗大电磁能量的消耗
也大. 图 10给出了由Q =

kr
ki
定义的本征模的品质

因数随归一化频率变化的曲线. 由图可以看出, 损
耗越小品质因数越大.因为无损耗情况下的Q值为
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无穷大, 图 10仅给出了有损耗时的Q值, 图中峰值
对应于图 4中虚部最小值点, 这也可以由Q值的表

达式可以看出.
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20
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40
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γ=0.01ωp 

γ=0.1ωp  

图 10 品质因数Q

4 结 论

与介质光子晶体相比, 有耗色散光子晶体在电
磁波控制方面有着更为广阔的应用前景.本征值方
法是计算光子带隙的重要方法, 本文借助于量子输
运问题中的思想, 在本征值方程的推导过程中进行
了巧妙的变换, 使得最后只需利用FDFD方法求解
一个标准的线性本征值方程, 避免了求解复杂的非
线性本征值问题, 节省了计算时间以及计算所需内
存量. 在数值计算和结果分析中, 首先通过对介质
光子晶体的仿真, 验证了本文算法的有效性.随后
利用本文算法对有耗色散光子晶体进行了数值模

拟, 其中利用Drude 模型表征有耗色散材料的复
相对介电常数, 计算了有耗色散光子晶体的色散曲
线, 得到了表面等离子体激发的区域.进一步讨论
了损耗对其色散关系的影响, 结果表明, 损耗小则
场分布较为集中, 且具有对称性.本文相关结果对
有耗色散材料构成的光子晶体的研究具有一定的

理论指导意义.
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Abstract
A novel eigenvalue method is proposed to calculate the band structure of lossy and dispersive photonic crystal (PC).

Using an idea from quantum transport problem, a standard linear eigenvalue equation rather than a nonlinear eigenvalue
equation is obtained by a rigorous and artful transformation. And the physical parameters of lossy and dispersive PC are
obtained by solving the linear eigenvalue equation using finite-difference frequency-domain (FDFD) method. Compared
with other methods, the proposed method has great features, such as clear concept, simple calculation, less computing
time and storage. A dielectric PC is simulated by the proposed method, and the results accord well with those from
the traditional FDFD method, which verifies the validity of the proposed method. Moreover, the dispersion relation
of the lossy and dispersive PC is calculated by the proposed method, and the surface plasmon frequency is obtained.
Furthermore, the influence of loss on the dispersion relation and eigenmode field distribution is studied. The results
provide some theoretical guidance for studying the lossy and dispersive PC.

Keywords: photonic crystals with lossy and dispersive materials, band structure, linear eigenvalue
equation
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