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快速提升小波变换在介质体散射中的运用
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摘 　要 :推导一种用于求解介质体散射问题的面积分方程 ,它克服了内谐振现象 ,且同体积分方程相比 ,获得

了更小的阻抗矩阵维数。一种新的基于提升法的类小波变换预处理算子的使用 ,降低了矩阵向量积的计算复

杂度和求逆过程中的迭代次数。数值结果表明 ,与传统方法相比 ,提升法消减了预处理矩阵的多余内存 ,并且

节省了约 1 倍的计算时间。
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Application of fast l if ting wavelet transform

to dielectric scattering problems
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Abstract :A surface integral equation is derived for solving dielect ric scat tering problems. It avoids t he

internal resonance p henomenon , and smaller dimensions of t he impedance mat rix are obtained by com2
parison with the volume integral equation. In order to reduce t he comp utation complexity of the ma2
t rix2vector p roduct and t he iterative times in t he process of mat rix inversing , a new wavelet2like p re2
conditioning operator based on t he lif ting scheme is used. Numerical result s suggest t hat compared

with the t raditional met hod , t he lif ting scheme cut s down t he auxiliary memory for p reconditioning

mat rices and saves about half comp ution time.
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　　矩量法求解介质体散射问题 ,分为体积分方

程方法和面积分方程方法。共轭梯度快速傅里叶

(CG2FF T)变换 ,被广泛的应用于体积分方程 ,取

得了快速而有效的数值结果 ,使每次迭代的矩阵

向量 积 的 计 算 复 杂 度 由 O( N
2 ) 下 降 到

O( Nlog2 N) 。而面积分方程算法 ,由于边界离散

的实施 ,生成了相对低维数的阻抗矩阵 ,在介质体

散射的求解中有其自身的优势。但 CG2FF T 算

法难以在面积分方程的电磁建模中有效实现。为

了克服此瓶颈 ,类小波变换作为一种预处理算子

被引入[1 ] 。此后 ,小波包和自适应小波包算法 ,被

进一步改进和发展[2 ] 。最近 ,自适应小波包变换

同快速多极子方法 (ML FMM) 相融合 ,且总的计

算复杂度被控制在 O( Nlog2 N) 数量级之内[3 ] 。

本文将快速提升小波算法应用于预处理过

程 ,来解决均匀介质体的散射问题。PMCHW T

方程的使用 ,避免了内谐振 ,保证全频段方程解的

唯一性。
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1 　PMC HW T 方程的推导

图 1 　介质体散射问题模型

考虑平面波 ( T M z ) 介质体散射问题。(1) ～

(4) 式给出简化的 St rat ton2Chu 积分方程。
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其中 , L j 、Kj 为积分算子 ; tan 代表切向分量 ; i nc

代表入射场 ; i 代表源边界区域 ; j 代表场区域。

(2) 式中 ,η0 是真空中波阻抗 ;ηj 是场媒质中波阻

抗 ; J i 和 M i 为电流和磁流源。(3) 式中 , k j 是场

媒质中波数 ; G是格林函数 ;二维和三维散射问题

分别为 -
j
4

H
(2)
0 ( k j | r - r′| ) 和 e

- jk
j
| r - r′|

4π| r - r′| 。
(4) 式

中 , PV 是柯西 ( Cauchy) 主值积分 ; S i 是源边界。

在介质体散射模型中 ,问题被分为内外区域。外

算子和外部源边界记为 L Kout和 Sout ,内算子和内

部源边界记为 L Kin 和 Sin 。在内问题中 ,入射场

为零。引入连接边界条件

J M in = - J M out (5)

J Min和 J Mout分别代表内、外部的总电流或磁流。

这里的负号 ,考虑到内外边界法线方向相反。

将 (1) ～ (4) 式代入 (5) 式 ,采用迦略金方法得

到介质体的三维 PMCHW T 方程[4 ]

〈∧ , ( L Kin + L Kout ) ∧〉a =〈∧, EH
inc〉(6)

这里〈∧〉是定义在介质体边界的矢量基函数 ; a

为未知电流和磁流展开系数。在二维问题中 ,展

开函数一般选用脉冲基函数 ,测试函数选迪拉克

δ函数。通过特殊的处理 ,点匹配方法仍然可以

使用[5 ] 。

2 　提升法

2 . 1 　完美重构条件

紧支撑小波变换 ,等价于子带滤波 ,如图 2 所

示。正变换是信号先通过分解低通滤波器 �h 和高

通滤波器 �g ,然后下采样 ;反变换是先上采样 ,然

后通过重构低通滤波器 h 和高通滤波器 g 。将滤

波器 h( z) 改写成

h( z) = he ( z
2 ) + z

- 1
ho ( z

2 ) (7)

这里 , he ( z) = 6
k

h2 k z
- k为滤波器偶系数 ; ho ( z) =

6
k

h2 k + 1 z
- k为奇系数。

图 2 　子带滤波

完美重构 ( PR) 条件[6 ]的多项矩阵形式 ,可以

表示为

P( z) �P ( z
- 1 ) T

= I (8)

P( z) =
he ( z) ge ( z)

ho ( z) go ( z)
, 　�P ( z) =

�he ( z) �ge ( z)

�ho ( z) �go ( z)
。

在保证 PR 条件的基础上 ,将互补滤波器族

{ h , g}和{ �h , �g}采用对偶提升和原提升 ,就获得新

的互补滤波器。对偶上升是预测过程 ,而原提升

是更新过程。

2 . 2 　因子化公式

根据因子化理论 ,任何基于有限长滤波器的

小波变换 ,可以经多次提升实现。小波正变换和

反变换的因子化公式由欧拉算法导出[6 ]

P( z) = Π
m

i = 1

1 si ( z)

0 1

1 0

ti ( z) 1

k 0

0 1/ K
(921)
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m
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1 0
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0 1

1/ K 0

0 K

(922)

P
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(1021)
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�P - 1 ( z) = Π
1

i = m

K 0

0 1/ K

1 ti ( z - 1 )

0 1

1 0

si ( z
- 1 ) 1

(1022)

　　这里 , t ( z) 和 s ( z) 是任意的罗朗多项式 ; k 是

常数。反变换仅是正变换简单的逆序 ,并对加减

和乘除符号进行交换。

提升算法 ,由分裂、预测、更新 3 步构成[7 ] 。

(1) 分裂。将数据集分成奇偶子集。

xo [ n] = x[2 n + 1 ] 　　xe [ n] = x[2 n] (11)

这里 , x 代表源数据集 ; x o 代表奇子集 (分量) ; x e

代表偶子集 (分量) 。

(2) 预测。通过预测算子 P ,将其作用于偶

分量 ,来预测奇分量 , 两者相减生成高频分量

d ( n) (小波系数) 。

d[ n] = xo [ n] - P( xe [ n]) (12)

　　(3) 更新。通过更新算子 U ,将其作用于高

频分量 ,并与偶分量相加生成信号的低频分量或

粗略概貌 c[ n] (尺度系数) 。

c[ n] = x e [ n] + U ( d[ n]) (13)

3 　广义矩阵压缩方法

3 . 1 　基本理论

矩量法的本质是求解线性代数方程

ZJ = V (14)

这里 , Z 是阻抗矩阵 ; J 是未知电流和磁流向量 ;V

是电压 (激励) 向量。

广义阻抗压缩 ,则是对矩阵方程 (14) 进行类

小波或小波包变换 ,在保证矩阵稳定性的前提下 ,

使其稀疏化 ,进而降低迭代次数和每次迭代所需

的运算量。它分成阻抗矩阵和电压向量正变换、

矩阵稀疏化和迭代求解、电流反变换几个主要步

骤。(15) 式给出了阻抗矩阵和电压向量正变换的

操作表达

WZWWI = WV , Z�I = V (15)

这里 , Z = W ZW , V = W V 。W 和 W 是小波滤波

器系数构造的预处理稀疏矩阵 ,满足正交性条件 :

W W = W W = I。为了合理稀疏化矩阵 ,基于矩阵

列和范数的阈值标准被使用。

σ=λ‖Z ‖1 / N =λmax
m 6

n

| Z( n , m) | / N

(16)

这里 , N 是矩阵维数 ;λ是控制变量 ,决定矩阵稀

疏度和电流相对误差 ;σ是阈值 ,低于此阈值的矩

阵元素被置为 0。

对于系数矩阵的迭代算法 ,一般采用共扼梯

度 (CG)算法或广义最小余量法 ( GMRES) 。对矩

阵方程解 �I 使用小波反变换 ,得到真实电流 I。

I = W�I (17)

3 . 2 　因子化实现

快速提升法采用了无需任何内存的原位操

作 ,经分裂、预测、提升步骤 ,加速了小波变换 ,并

简化其操作流程。为了说明提升法的原理 ,列举

了一个 Cohen2Daubechies2Feauveau2. 2小波的例

子。对电压向量和阻抗矩阵的正变换和对电流反

变换如下。

阻抗矩阵的列变换 (即为因子化 P( z) )

O
(0)
l = x2 l+1 , E

(0)
l = x2 l

O
(1)
l = O

(0)
l -

1
2

( E
(0)
l+1 + E

(0)
1 )

E
(1)
l = E

(0)
l +

1
4

( O
(1)
l + O

(1)
l- 1 )

O
(2)
l =

2
2

O
(1)
l , E

(2)
l = 2 E

(1)
l (18)

这里 , x2 l和 x 2 l + 1分别为矩阵或电压列向量中的偶

分量和奇分量 ; E
(2)
l 和 O

(2)
l 分别是低频和高频分

量。反复使用此步骤 ,可以实现多层类小波变换。

阻抗矩阵行变换 (因子化 P( z) )

E
(0)
l = x2 l , O

(0)
l = x2 l + 1

E
(1)
l = E

(0)
l +

1
2

( O
(0)
l + O

(0)
l - 1 )

O
(1)
l = O

(0)
l -

1
4

( E
(1)
l + 1 + E

(1)
l )

E
(2)
l =

2
2

E
(1)
l , , O

(2)
l = 2 O

(1)
l

(19)

反电流变换 (因子化 �P - 1 ( z) )

E
(1)
l =

2
2

E
(2)
l

O
(1)
l = 2 O

(2)
l

E
(0)
l = E

(1)
l -

1
4

( O
(1)
l + O

(1)
l- 1 )

O
(0)
l = O

(1)
l +

1
2

( E
(0)
l+1 + E

(0)
l )

x2 l = E
(0)
l , x2 l+1 = O

(0)
l (20)

　　为了满足正交性条件 ,所有边界处理采用周

期化方法。
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4 　数值结果

图 3 所示是非磁性介质方柱双站雷达散射截

面 ( RCS) 。此时入射波为 T M z 平面波 ,入射方向

为 x 方向 ,正方体柱边长为 1 个波长 ,相对介电常

数为 2。为了验证 PMCHW T 方程的正确性 ,体

积分方程解被画出。

表 1 给出了提升算法相对传统类小波变换算

法所节省的内存和计算机时间。方柱的边长为

10 倍波长 ,阻抗矩阵维数 1024 ×1024。测试小波

选用 Daubechies 小波。消失矩分别为 2 ,4 ,8。

保持矩阵维数不变 ,表 2 给出了不同消失矩

情况下 ,矩阵稀疏度和节省求逆时间比例的变化。

所有电流相对 2 范数误差都保持在 3 %左右。算

法为提升法。

图 4 显示了二维介质圆柱的双站散射截面 ,

经提升小波变换 (L W T) 后的 PMCHW T 方程解

和解析解给出作为比较。入射波为 TM z 平面波 ,

传播方向 x 方向。圆柱半径 4 个波长 ,相对介电

常数 4 ,相对磁导率 2。图 5 所示是经小波压缩后

矩阵非零元素 (黑色)分布图。

　　表 1 　提升法比传统类小波变换节省的时间和内存

小波种类 变换节省时间比例/ ( %) 节省内存/ kb

Db2 52 208

Db4 54 408

Db8 60 738

　　表 2 　不同消失矩小波求逆节省时间比例和矩阵稀疏度

小波种类 求逆节省时间比例/ ( %) 稀疏度/ ( %)

Db2 39 25

Db4 45 75

Db8 60 85

散射角/ (°)

图 3 　PMCHWT 方程和 VIE 方程求解的比较

散射角/ (°)

图 4 　介质圆柱双站 RCS 比较

图 5 　压缩矩阵非零元素分布图

5 　总 　　结

新的提升法实现类小波变换 ,采用了原位操

作的因子化算法 ,无需任何多余内存 ,提高了计算

速度 ,增加了编程的灵活性。此算法可以广泛用

于电磁散射和辐射问题中矩阵的预处理操作 ,也

可以和其他算法相融合。
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