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摘要 

  计算电磁学是融电磁场理论、数值方法、计算机技术于一体的新兴交叉科学，

其学术价值和工程意义已逐步凸现。以建模、仿真、优化、设计为流程的电磁场

工程已经渗透到工业领域和军事领域的各个方面，而计算电磁学的诞生和发展对

电磁场工程起到了革命性的推动作用。近半个世纪来，计算电磁学算法层出不穷，

其杰出代表包括：离散矢量波动方程的有限元法，离散积分方程的矩量法，离散

麦克斯韦方程的时域有限差分法。 

  从 1966 年 Yee 网格提出至今，经典的时域有限差分法以概念清晰、操作简

单、通用性强、便于并行等优点，其在宽带分析、瞬态分析、全波分析中有着广

泛的应用。然而，时域有限差分法也有两大缺点。其一，由于数值色散性、数值

稳定性、各向异性的影响，在长时间仿真和电大目标仿真中，时域有限差分法的

数值误差随时间积累，造成了计算结果的失真、歪曲。其二，由于采用阶梯近似

和结构网格，在模拟金属曲面和材质不连续性中存在一定的困难。 

  为了解决上述两大问题，本文对高阶辛时域有限差分法进行了系统研究。时

间方向上，采用高阶辛积分，在长期仿真中保持麦克斯韦方程的辛结构；空间方

向上，采用 4 阶交错差分，减小数值色散，提高数值精度；网格剖分上，采用高

阶子网格模型解决材质不连续性问题，采用高阶共形网格模型解决金属曲面的电

磁建模问题。通过上述相互匹配的算法和技术，来建立快速度、低内存、高精度

的时域解决方案。 

  针对“高阶辛算法的理论和应用研究”这一课题，本文的创新工作主要包括

以下几个方面的内容： 

  （1）探讨了自由空间麦克斯韦方程的辛性质，证明了其时间演化矩阵是辛

矩阵，且该矩阵保持了电磁场的能量守恒性，建立了麦克斯韦方程、离散方式、

网格、空间拓扑之间的内在联系。 

  （2）将对称辛算子引入到辛时域有限差分法中，提出了更高效的 3 阶 3 步

辛积分方法。推导了辛算子的阶数条件，并给出了可行的优化方案。 

  （3）对比了各种时域高阶算法的数值稳定性和数值色散性，证明了高阶辛

算法在长时间仿真、能量守恒、数值精度等方面的优势。提出了新的“平均稳定
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度”标准，指出只有高阶时间算法和高阶空间算法相结合才能成为优化的时域解

决方案。 

  （4）基于张量积的思路，提出了高阶近远场变换技术，并证明了其更适合

在粗网格条件下计算目标单、双站雷达散射截面。 

  （5）基于广义安培定理和广义法拉弟定理，一方面，提出了高阶子网格模

型解决材质不连续性问题，另一方面，提出了高阶共形网格模型解决金属曲面的

电磁建模问题。同其它相关的低阶模型和高阶模型相比，我们提出的模型在近场

和远场电磁仿真中均有优势，且通过数值分析证明了新的高阶模型能节省大量的

计算机资源。 

  （6）将高阶辛时域有限差分法应用于波导仿真。采用渐变的介电常数和磁

导率设置，修正高阶完全匹配层，使其能够吸收消失波。将微分方法推广到高阶，

只需运行程序一次就能提取散射参数或反射系数。通过高阶辛算法和上述方法的

结合，对波导谐振器、不连续性、和光子带隙结构进行了仿真，获得了令人满意

的数值结果。 

 

关键字：麦克斯韦方程；辛积分；高阶差分；网格；电磁散射；波导仿真 
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Abstract 

  Computational electromagnetics (CEM) is a new multi-disciplinary science. 

Integrating electromagnetic field theory, numerical method, and computer technology, 

CEM has shown its academic and engineering significances. Through modeling, 

simulation, optimization, and design, electromagnetic field engineering has penetrated 

many aspects of industrial and military fields. In particular, CEM plays a 

revolutionary role in advancing electromagnetic field engineering. Over past half 

century, algorithms of CEM were rapidly developed. Their outstanding 

representatives involve finite-element method, moment methods, and finite-difference 

time-domain (FDTD) method, which are respectively used to discretize vector wave 

functions, integral equations, and Maxwell’s equations. 

  It is in 1966 that Yee grid was proposed. Until now, the traditional FDTD method 

has been widely applied to broad-band, transient, and full-wave analyses owing to its 

simplicity, generality, and facility for parallel computing. However, the FDTD method 

has two drawbacks. One is the undesirable numerical results caused by the significant 

accumulated errors from numerical instability, dispersion, and anisotropy, especially 

for long-term simulation and electrically-large objects. Another is the inabilities to 

accurately model curved conducting surfaces and material discontinuities by using the 

staircasing approach with structured grids. 

  To solve the two problems, the dissertation systematically studies the high-order 

symplectic FDTD (SFDTD) scheme. For temporal direction, the high-order 

symplectic integration scheme is used to keep the global symplectic structure of 

Maxwell’s equations for long-term simulation. For spatial direction, the staggered 

fourth-order difference scheme is used to reduce numerical dispersion and improve 

numerical precision. For grid generation, the high-order subcell technique and the 

high-order conformal grid technique are proposed to model material discontinuities 

and curved conducting surfaces. With the help of these matched schemes and 

techniques, we can build a fast, low-consumed, and accurate time-domain solver. 
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  Focusing on the “theoretical and applied study of high-order symplectic 

schemes”, some novel contributions are made as follows 

  (1)  The symplectiness of Maxwell’s equations in free space is discussed. On 

the one hand, it is verified that the time evolution matrix of Maxwell’s equations is 

symplectic matrix and conserves the total energy of electromagnetic field. On the 

other hand, the connections between Maxwell’s equations, discretization method, grid, 

and topological geometry are established. 

  (2)  The symmetric symplectic integrators are introduced for the SFDTD 

scheme and the more efficient three-stage three-order symplectic integration scheme 

is developed. Furthermore, the symplectic integrators are optimized with the order 

conditions derived. 

  (3)  First, numerical dispersion and stability are compared for a variety of 

high-order time-domain schemes. In particular, through numerical experiments on 

long-term simulation, energy conservation, and numerical precision, the advantages of 

the high-order symplectic schemes are demonstrated. Second, a novel averaged 

stability criteria is proposed. Third, we draw an important conclusion that combining 

high-order time schemes with high-order space schemes is required for constructing 

an optimum time-domain solver. 

  (4)  Based on the concept of tensor product, the high-order near-to-far-field 

transformation is put forward. The technique is more suitable for computing 

monostatic and bistatic radar cross sections under coarse grid condition. 

  (5)  Using general Ampere’s law and Faraday’s law, the high-order subcell 

technique and the high-order conformal grid technique are proposed to model material 

discontinuities and curved conducting surfaces. Compared with other low-order and 

high-order strategies, the proposed techniques show their advantages for both 

near-field and far-field simulations. Numerical results suggest that the new high-order 

techniques can save considerable computer resources. 

  (6)  The high-order SFDTD scheme is applied to waveguide simulation. On the 

one hand, by adopting the gradually-changed permittivities and permeabilities, the 

modified high-order perfectly matched layer is employed to absorb the attenuated 
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waves. One the other hand, the differential method is extended to its high-order form. 

As a result, scattering parameters or reflection coefficients can be extracted by only 

running the program once. Using the high-order symplectic schemes and above 

mentioned methods, we can obtain the satisfying numerical results when simulating 

waveguide resonator, discontinuities, and photonic band gap structures. 

 

Keywords: Maxwell’s Equations; Symplectic Integration; High-Order Difference; 

Grid; Electromagnetic Scattering; Waveguide Simulation. 
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第一章  绪论 

§1.1.  计算电磁学的意义 

  计算电磁学是融电磁场理论、数值方法、计算机技术于一体的新兴交叉科学，

其学术价值和工程意义已逐步凸现。以建模、仿真、优化、设计为流程的电磁场

工程已经渗透到工业领域和军事领域的各个方面，而计算电磁学的诞生和发展对

电磁场工程起到了革命性的推动作用。 

  计算电磁学本质上是一种仿真科学。对科学领域，通过仿真能够预测科学现

象，引领新的研究方向，促进实验科学和理论科学的发展。对工程领域，通过仿

真可以节省工程试验和改进过程中的人力、物力和财力的耗费。作为仿真科学的

一种，计算电磁学已经在材料、医学、电子、通讯、航空航天等领域发挥了重要

的作用。如左手材料的电磁波传播问题，医学上电磁成像问题，电子对抗技术中

电磁脉冲对人和设备的影响问题，通讯领域中天线的设计、微波集成电路的设计、

电磁兼容等问题，航空航天领域中的雷达成像、隐身反隐身等问题。 

  随着科学技术的进一步发展，计算电磁学需要解决新的课题，也将面临新的

机遇和挑战。目前具有挑战性的课题有：射频集成电路和微波集成电路的混合仿

真问题，复杂背景下的复杂目标精确计算问题，超电大目标的超宽带快速计算问

题，太赫兹波段的电磁仿真问题等等。 

§1.2.  计算电磁学中的常用方法 

  电磁场问题的求解方法一般分两种：解析法和数值法。 

  解析法首先建立描述电磁场问题的偏微分方程或者积分方程，然后再找到其

精确的数学表达。对偏微分方程，解析法主要是分离变量法。对积分方程，解析

法主要是变换数学法。解析法可得到精确的计算结果，因此能作为检验近似解和

数值解的标准。根据解析解的显式表达式，我们也能了解其中的参数对最终结果

的影响。然而，解析法只能求解很少量的问题，它对目标的几何形态、边界条件

等都有严格的数学界定。 

  在实际的复杂问题中，我们不可能获得电磁场问题的精确解。因此，近似解

也就显得尤为重要。在计算电磁学中常见的近似解法包括：偏微分方程中的摄动
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（微扰）理论，准静态近似法，及高频近似法[1-8]（物理光学、物理绕射、几

何光学、几何绕射、射线追踪等）。近似解总是对方程、边界、目标等做出了近

似处理，从而简化了电磁场的物理模型。该类方法比纯数值法的计算复杂度要低，

但比解析法的计算复杂度要高。近似法总是在一定条件和范围内才成立。如高频

近似法只对电大目标有效，且只能在后向小角度范围内得到远场近似解。 

  同解析法相比，数值法有很多优点：（1）能够解决复杂问题。这里复杂指的

是目标的几何形体复杂，材质特性复杂（色散、各向异性）、背景复杂（非均匀、

随机）。（2）通用性强，利于软件和硬件的开发。然而，数值法将消耗大量的计

算机资源，而且在计算精度、存储容量、执行时间等方面离工程的期望值还有相

当距离。 

  计算电磁学中的数值方法可分为微分方法和积分方法两大类。微分方法，可

以用于频域，也可用于时域。下面我们列出一些主要的微分方法。 

  （1）频域有限差分法（FDFD）。该方法用中心或后向差分近似波动方程中的

拉普拉斯算子或者其简化形式，将连续的偏微分方程转化成稀疏的矩阵方程。该

类方法一般采用复坐标完全匹配层吸收辐射波或散射波，采用纯散射场技术引入

平面波源。对于波动方程[9]，该方法计算精度差，且随着目标电尺寸的增大，

稀疏矩阵的条件数急剧增加，导致矩阵方程无法收敛。对于抛物线方程

（Parabolic Equation）[10]，该方法只能在近轴小角度范围内获得精确解，且

很难对纯介质体和非均匀涂层目标进行精确的电磁散射特性分析。 

  （2）时域有限差分法（FDTD）[11-16]。该方法直接求解依赖时间的麦克斯

韦旋度方程，利用二阶精度的中心差分近似旋度方程中的时间及空间微分算符，

且自动满足无散条件和场量的切向连续条件。它的优点包括形式简单、便于处理

非均匀结构、能得到目标的宽带信息、具有天然的并行特点等等。然而，受数值

色散的影响，若想获得低于 的相位误差，空间分辨率必须大于 18 个点每波长，

这必然会消耗大量的计算机资源。此外，由于使用了结构网格和阶梯近似模型，

在模拟非均匀边界时，该方法的数值精度将会降低。 

%1

  （3）时域有限体积法（FVTD）[17]。该方法将体积分形式的安培定理和法

拉弟定理，分别在“主”元胞(Primary Cell)和“对偶”元胞(Dual Cell)离散。

它和时域有限差分法有两点不同。其一，它不能自动满足电场和磁场的无散条件，
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需要采用强加的策略。其二，该方法可采用四面体网格离散目标，克服了阶梯近

似的缺陷。然而，时域有限体积法存在后时不稳定（Late-Time Instability）

问题。虽然可用引入损耗的方式加以解决，但降低了计算的精度。 

  （4）频域/时域有限元法（FEM）[18, 19]。该方法将矢量波动方程的求解

问题转化成泛函求极值问题，采用定义在组成全域的子域上的基函数(边棱元)

逼近待求场值，然后再用定义在组成全域的子域上的基函数构成测试函数，最后

生成稀疏矩阵。有限元法一般采用四面体网格，因此精度较时域有限差分法高，

且容易推广到高阶。此外，对于时域有限元法而言，其生成的质量矩阵（Mass 

Matrix）和刚度矩阵（Stiff Matrix）是对称的。因此，该方法没有后时不稳定

现象，但其计算复杂度至少是时域有限差分法的 10 倍。 

  和微分方法一样，积分方法可用于频域，也可用于时域。下面我们列出一些

主要的积分方法。 

  （1）矩量法（MOM)[20]。采用定义在组成全域的子域上的基函数（RWG 基

函数）[21]逼近待求等效电磁流，然后再用定义在组成全域的子域上的基函数构

成测试函数，将积分方程转化为稠密的矩阵方程。在大多数情况下，该方法只对

目标的表面进行离散，因此未知数的个数大大减小。但由于生成的阻抗矩阵是稠

密的，其计算复杂度和内存耗费随着目标电尺寸的增大而急剧增加。且由于边界

条件的不同，须采用不同的积分方程，因此该方法的通用性略差。对于导体，我

们一般采用能避免内谐振的混合场积分方程（CFIE）；对于介质体，我们一般采

用 PMCHWT 方程；对于非均匀目标，我们一般采用体积分方程（VIE）。 

  （2）快速多极子（FMM）[22, 23]和多层快速多极子方法（MLFMA）[24]。

对于传统矩量法，我们采用共轭梯度法（CG）、双共轭梯度法（BICG）、或广义最

小余量法（GMRES）迭代求解矩阵方程。在此过程中，矩阵向量积的操作占用了

大量的计算时间。且阻抗矩阵是稠密矩阵，也将消耗大量内存。针对此瓶颈问题，

学者 Rokhlin 提出了快速多极子算法，后经学者 W.C. Chew 领导的研究小组发展

成更为高效的多层快速多极子方法。该方法的主要思想就是将源点和场点之间的

远场相互作用转化成源点到源点所属长方体中心、源点所属长方体中心到场点所

属长方体中心、场点所属长方体中心到场点的相互作用。上述三个步骤被称为：

聚集、转移、发散。对于电大目标的求解，采用多层快速多极子算法的执行时间
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和内存耗费优于常见的时域算法。然而，计算时间上的优势必须当目标的电尺寸

超过某个数量级以上时才能显示出来。目前，对快速多极子和多层快速多极子算

法的并行效率改进和复杂度常数消减等问题仍在研究中。 

  （3）其它快速算法。在矩量法的演进过程中，除快速多极子和多层快速多

极子方法外，还有很多著名的算法。如适用于非均匀目标的共轭梯度快速傅里叶

变换法（CG-FFT）[25]，适用于静电场和二维时谐场的小波变换法（Wavelet 

Transform）[26, 27]，适用于随机多目标的稀疏矩阵规则网格法（SMCG）[28]，

还有自适应积分法（AIM）[29]等等。 

  （4）时域积分方程法（TDIE）[30, 31]。该方法通过离散时域形式的积分

方程，在时间方向上采用显式或隐式的递推方式，求解时域等效电磁流。其后时

不稳定问题，可以采用引入损耗和有限元技术加以解决。然而，与常见的时域方

法相比，该方法的计算复杂度和内存耗费没有太多优势。 

  为了便于比较，对于三维问题，表 1.1 列出了几种常见数值方法的计算复杂

度和内存消耗。 

 

表 1.1  计算电磁学中常见算法的计算复杂度（Complexity）和内存（Memory）

与频率 和迭代次数 的关系。 f itN

 

  无论积分方法还是微分方法，都有各自的优缺点和适用范围。因此，我们可

以将某些算法混合起来使用，取长补短，来达到更好的效果。如时域有限差分法

和时域有限元法的混合[32, 33]，既可节省计算时间又能避免阶梯近似；同样频

域有限元法和频域矩量法的混合，即有限元-边界积分方程法（FE-BI）[34, 35]，

既可提高精度又能节省计算资源。但两种和多种方法的混合，会带来一些新的问

题，例如建模和程序的复杂性，及算法结合部的边界处理等。 

§1.3.  麦克斯韦方程的时域解决方案 

  作为一种经典的时域电磁仿真方法，时域有限差分法直接求解依赖时间的麦
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克斯韦旋度方程，利用二阶精度的中心差分近似旋度方程中的时间及空间微分算

符，且自动满足无散条件和场量的切向连续条件。其优点包括形式简单、便于处

理非均匀结构、和具有天然的并行特点等。时域有限差分法在宽带分析、瞬态分

析、全波分析中有着广泛的应用。 

  时域有限差分法主要有两大缺点。首先，由于数值稳定、数值色散、各向异

性的影响，在长时间仿真和电大目标仿真中，时域有限差分法的数值误差随时间

积累，造成了计算结果的失真、歪曲。其次，由于使用了阶梯近似和结构网格模

型，在模拟金属曲面和材质不连续性中存在一定的困难。 

  为了解决上述两大问题，国内外学者相继提出了不同的改进方法。对这些方

法的回顾、对比和总结，对今后进一步开展相关的创新工作有着重要的借鉴和启

迪意义。 

  麦克斯韦方程中任一场量的时空描述可定义为 

))(,,,(),,,( /
tlzyx

mln nkjiFtzyxF Δ+ΔΔΔ= + τ     (1.1) 

这里， ， ，和 分别是xΔ yΔ zΔ x， y，和 方向的空间步长，z tΔ 是时间步长，i，

j，k，n，l，和 是整数，m mln /+ 代表在 个时间步后的第 级计算，m是在

一个时间步内需要的总步进级数，

n l

lτ 是第 级对应的具体时刻。 l

  自由空间的麦克斯韦旋度方程可以写成如下矩阵形式 
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这里， 是电场矢量， 是磁场矢量，T 为转置，T
zyx EEE ),,(=E T

zyx HHH ),,(=H
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33}0{ × 是 的全零矩阵，ℜ是三维旋度算子，33× 0ε 和 0μ 是自由空间的介电常数和

磁导率。 

  (1.2)式从 0=t 时刻到 tt = Δ 时刻的精确解为 

)0(ˆ)exp()(ˆ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
E
H

E
H

Ltt      (1.5) 

  对于时间方向，为了近似时间演化矩阵 )exp( LtΔ ，国内外学者相继提出了如

下离散化方案。 

  （1）4 阶龙格库塔法[36, 37] 

  该算法将时间演化矩阵展开成泰勒级数的形式 

)(!4/)(!3/)(!2/)()exp( 5432
tttttt OLLLLIL Δ+Δ+Δ+Δ+Δ+=Δ   (1.6) 

然后采用巧妙的多级步进，实现对(1.6)式的逼近。其第 n个时间步到第 个

时间步的操作方法在(1.7)-(1.9)式中给出。 

1+n

)22()6/( 4321
n1n FFFFFF +++×Δ+=+

t      (1.7) 

),( n
1 FF tL=       (1.8) ))2/(,2/( 1FFF n

2 ⋅Δ+Δ+= tttL

))2/(,2/( 2
n

3 FFF ⋅Δ+Δ+= tttL     (1.9) ),( 3
n

4 FFF ⋅Δ+Δ+= tttL

这里， 。 T
zyxzyx EEEHHH ),,,,,(=F

  龙格库塔法在时间上有高阶精度和高稳定度，但该算法有幅度误差，且耗费

大量的计算机内存。为了进一步节省内存，学者 E. Turkel 改进了上面的步进公

式[38]，使内存只要原始操作的一半。对于非线性偏微分方程，改进方法在时间

方向上的精度只有 2阶。但对于麦克斯韦方程，该改进方法仍保持了 4阶精度。 

  （2）2 阶蛙跳（交错）时间步进法[11] 

  我们将矩阵 L分裂成U和V 之和 

VUL +=         (1.10) 
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这里，U和V 满足下面的条件： ， ，且 。 2,0 ≥= γγU 2,0 ≥= γγV VUUV ≠
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  采用指数矩阵的分解技术，我们可以将 ))(exp( VUt +Δ 写成一系列矩阵相乘

的形式 

)
2

exp()exp()
2

exp())(exp( t
t

t
t

U
V

U
VU

Δ
⋅Δ⋅

Δ
≈+Δ    (1.12) 

然后对(1.12)式中的每一项使用泰勒展开，我们有 

2
)

2
exp( tt U

I
U Δ

+=
Δ

, tt VIV Δ+=Δ )exp(     (1.13) 

这里， I 是单位矩阵。 

  因此，方程(1.12)可以重写为 

)()
2

()()
2

())(exp( 2tO
U

IVI
U

IVU t
t

t
t Δ+

Δ
+⋅Δ+⋅

Δ
+=+Δ   (1.14) 

  将(1.14)式的首尾两项合并，并采用交错的时间步进，就得到了我们熟悉的

蛙跳格式。该 2阶蛙跳（交错）时间步进方法操作简单，且在每个时间步内只需

要 1次迭代。然而，该方法只有 2阶精度。在长时间仿真条件下，有明显的误差

积累。 

  （3）无条件稳定算法（交替方向隐式时间步进法）[39, 40] 

  类似于式(1.12)，我们也可以将 ))(exp( VUt +Δ 写成如下的矩阵相乘形式 

)
2

exp()
2

exp()
2

exp()
2

exp())(exp( tttt
t

VUUV
VU

Δ
⋅

Δ
⋅

Δ
⋅

Δ
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使用帕德（Padé）近似，我们有 
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t
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结合上面的泰勒展开，因此方程(1.15)可以重写为 
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t

t

t
t Δ+

Δ
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⋅

Δ
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=+Δ  

(1.17) 

  该交替方向隐式时间步进法，可通过设置较大的时间步长和较小的空间步

长，来模拟电小目标的电磁特性。然而，该方法需要矩阵求逆操作，因而在计算

复杂度上的优势并不明显。且一旦设置了过大的稳定度常数(CFL Number)，将会
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产生明显的数值色散。 

  （4）高阶辛积分方法[41] 

  使用高阶指数矩阵分解技术，这个精确的时间演化矩阵 可以被 m-

级 p-阶的辛积分方法近似重构。其中，每一级时间步进被称为基本的“辛映射”。 

)exp( LtΔ

)()exp()exp())(exp( 1

1

+

=

Δ+ΔΔ=+Δ ∏ p
ttl

m

l
tlt OUcVdVU   (1.18) 

这里， 和 为辛算子或辛传播子。 lc ld

  该高阶辛积分方法有高阶的数值精度和高稳定度，同龙格库塔法相比可节省

内存，且没有幅度误差。但高精度和高稳定度的获得是以多级步进为代价的。 

  国内外学者在改进时间方向离散格式的同时，也在想方设法提出不同方案来

逼近空间的一阶导数。 

  （1）2 阶蛙跳（交错）差分[11] 

)()2/1()2/1(| 2
δ

δ
δ δδ

Δ+
Δ

−−+
=

∂
∂

Δ=
hFhFF

h   zyx ,,=δ   kjih ,,=   (1.19) 

这里， 代表 在)2/1( +hF F δδ Δ+= )2/1(h 点处的场值，
δδδ Δ=∂

∂
h

F | 代表 在F

δδ Δ= h 点处的一阶导数值。 

  该 2 阶蛙跳（交错）差分方法，计算量低，操作简单，具有天然的并行特点。

同时，其易和局部亚网格（Subgridding）技术[42]或局部共形网格（Conformal 

Grid）技术[43]相结合，能有效地解决金属曲面和非均匀材质的电磁建模问题。

然而，在电大目标或长时间电磁仿真中，该方法会产生严重的数值色散现象。因

此，为了能够精确模拟目标的电磁特性，必须采用精细的空间网格，这必将耗费

大量的计算机资源。 

  （2）4 阶交错差分方法[44-46] 

)()2/3()2/3(
24
1)2/1()2/1(

8
9| 4

δ
δδ

δ δδ
Δ+

Δ
−−+

×−
Δ

−−+
×=

∂
∂

Δ=
hFhFhFhFF

h  

(1.20) 

  该 4 阶交错差分方法，具有低的数值色散性，在电大目标仿真中有潜在的优

势。其主要的缺点有二：一方面，它的稳定度低，因此空间的高阶收敛率必须在
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小的时间步长条件下才能维持；另一方面，高阶差分难于处理非均匀边界，有时

甚至不及传统 2阶差分的精度。 

  （3）4 阶隐式紧差分方法[36, 37] 

)()2/1()2/1(|
12
11

24

||
4

)1()1(

δ
δ

δ

δδ

δ

δδ

δ
δδ Δ+

Δ
−−+
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∂
∂
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∂

−
∂
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Δ−=Δ+= hFhFF
FF

h

hh
(1.21) 

  该 4 阶隐式紧差分方法，其数值精度高于 4阶交错差分，而且在边界处理上

保持了 2阶差分的优势。不幸的是，该隐式方法在每个时间步需要求解三对角稀

疏矩阵方程，也就降低了计算效率。 

  （4）多分辨率扩展方法[47] 

δ
δ

δψ
δψ

δ δ

dFF
h

h
hh 2/1

2/1 )(
)(1)( +′

+′

∂
∂

Δ
≈

∂
∂

∫     (1.22) 

这里， h
F )(
δ∂
∂

代表 沿F δ 方向的导数值序列，ψ 是尺度函数， 代表 在交

错网格上的采样序列。 

2/1+′hF F

  该多分辨率扩展方法，进一步降低了每波长的采样点数，可节省大量的内存

和 CPU 时间。但该算法的稳定度很低，且必需采用多镜像技术[48]来处理金属曲

面边界、不同介质分界面、和完全匹配层吸收边界，空间精度很难保证。 

  （5）伪谱近似方法[49] 

)]([2)( 0
1

hh Fffthjfft
N

F
δδ

δδ

π
δ

⋅
Δ

≈
∂
∂ −

    (1.23) 

这里， 和 分别表示快速傅里叶正变换和快速傅里叶反变换， 代表 在

同位（Collocated）网格上的采样序列， 是采样点数， 是虚部单位。 

fft 1−fft hF F

N 0j

  该伪谱近似方法，使用低的空间采样率来降低计算复杂度，且数值色散随采

样点数的增加以指数速率衰减。但该方法受吉布斯（Gibbs）效应的影响，和几

乎所有高阶方法一样，很难有效解决非均匀边界的电磁建模问题。 

  依作者所见,一个针对麦克斯韦方程的稳定、精确、快速、低耗的时域解决

方案，可从以下几个方面予以考虑： 

  第一，提出新的方法来逼近时间演化矩阵或空间一阶导数。例如，高阶辛积

分算法，采用了高阶指数矩阵分解技术和泰勒展开相结合的方法来逼近时间演化
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矩阵。而交替方向隐式算法，则采用了低阶指数矩阵分解技术，且交替使用了泰

勒展开和帕德展开。又例如，多分辨率扩展方法和伪谱方法，则分别采用了小波

变换和傅里叶变换的思路来逼近空间一阶导数。 

  第二，采用新的技术来改进上述方法。例如，一系列边界处理方法的提出，

包括一侧导数（One-Sided Difference）法[44]、混合亚网格(Hybrid Subgridding)

法[50]、空间滤波(Spatial Filtering)法[37]，部分解决了 4 阶交错差分中非

均匀边界的建模问题。又例如，多镜像原理的提出，也部分解决了多分辨率扩展

算法的边界处理问题。 

  第三，将上面提及的空间方案和时间方案有效结合。例如，4阶龙格库塔法

和多分辨率扩展法的结合，或许就有良好的数值结果。又例如，高阶辛积分法和

4阶交错差分法的结合，也是值得我们研究的对象。 

  第四，混合（Hybrid）时域技术是新的机会和挑战[51]。例如，时域有限差

分法和时域有限体积法或时域有限元法的混合[32-33, 35]是一个具有挑战性的

课题。又例如，时域离散迦略金（Discontinuous Galerkin）方法[52]和时域有

限差分法的混合或许是将来的一个研究方向。 

  本文围绕上述第二点和第三点开展工作，建立高效的时域解决方案，以此达

到快速度、低内存、高精度的电磁仿真目标。 

§1.4.  本论文所做的工作 

  本论文的研究和创新工作主要包括以下几个方面的内容： 

  （1）回顾了麦克斯韦方程的时域解决方案，分析了各种方案的思路和特点，

提出了今后的改进方向和发展趋势。 

  （2）探讨了自由空间麦克斯韦方程的辛性质，证明了其时间演化矩阵是辛

矩阵，且该矩阵保持了电磁场的能量守恒性，建立了麦克斯韦方程、离散方式、

网格、空间拓扑之间的内在联系。 

  （3）采用空间 4 阶交错差分和时间高阶辛积分，离散化麦克斯韦方程，给

出了高阶辛时域有限差分法的基本迭代公式，分析了高阶辛算法的数值稳定性和

色散性。引入了时间可逆辛算子和对称辛算子，推导了辛算子的阶数条件，提出

了可行的优化方案。 

  （4）对比了各种时域高阶算法的数值稳定性和数值色散性，证明了高阶辛
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算法在长时间仿真、能量守恒、数值精度等方面的优势。提出了新的“平均稳定

度”标准，指出只有高阶时间算法和高阶空间算法相结合才能成为优化的时域解

决方案。 

  （5）研究了高阶辛时域有限差分法中的三大关键技术：高阶总场散射场分

离、高阶完全匹配层、高阶近远场变换。为了显示高阶技术较传统低阶技术的优

势，测试了具有代表性的数值算例。此外，采用上述三大高阶技术，分析了单体、

多体、及包层体的电磁散射问题。 

  （6）基于广义安培定理和广义法拉弟定理，一方面，提出了高阶子网格模

型解决材质不连续性问题，另一方面，提出了高阶共形网格模型解决金属曲面的

电磁建模问题。同其它相关的低阶模型和高阶模型相比，我们提出的模型在近场

和远场电磁仿真中均有优势，且通过数值分析证明了新的高阶模型能节省大量的

计算机资源。 

  （7）将高阶辛时域有限差分法应用于波导仿真。为了充分激励高次模，采

用了电磁流混合激励的方法；为了吸收消失波，将渐变的介电常数和磁导率引入

高阶完全匹配层；为了节省散射参数的抽取时间，将微分方法推广到高阶。通过

高阶辛算法和这些方法的结合，对波导谐振器、不连续性、光子带隙结构进行了

仿真，获得了令人满意的数值结果。 
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第二章  麦克斯韦方程的辛性质 

§2.1.  引言 

  在经典物理、化学、机械、几何光学中一切非耗散的现象均可表示成哈密尔

顿微分方程的形式。怎样能找出优秀的数值算法，精确地刻画其解的行为成为数

学家、物理学家和工程学家共同关注的问题。冯康教授指出：哈密尔顿微分方程

的时间步进本质上是辛变换，其流保持了系统的辛结构[1, 2]。因此精确描述该

系统的数值方法也必然是辛算法。同其它的一些非辛方法相比（如龙格库塔法）

[3]，辛算法更好地保持了哈密尔顿系统的辛变换性质，其在全局性、结构性、

长时间仿真中有明显的优势。对哈密尔顿系统生成函数的研究、对辛几何理论的

研究、对辛算法的研究已经持续了长达半个世纪之久，其间的论文和著作对科学

和工程领域已经产生了巨大的影响[2, 4, 5]。 

  对哈密尔顿函数的研究，已经从可分的系统拓展到不可分的系统[6-8]，从

有限维的系统拓展到无限维的系统[9-11]，从普通的常微分方程拓展到偏微分方

程[11, 12]；对辛几何理论的研究从实数域被推广到复数域[13]，其相关的微分

流形、群论、李代数等分支也得到了飞速发展；对辛算法的研究主要有辛龙格库

塔法[14]、辛分块龙格库塔法[15]、显式多级辛算法[16-19]、及最近的多辛算

法[20, 21]等等。 

  麦克斯韦方程可以写成相空间无限维的哈密尔顿系统。因此，对其离散化的

方法应该在辛框架内产生。国内外学者先后对高阶辛时域有限差分法[22]、辛有

限元方法[23]、辛紧差分方法[24]、辛伪谱方法[25]、辛波动方程法[26]进行了

探索式的研究。从电磁传播、透射、散射的数值结果看，辛算法在时域电磁仿真

中显示了初步的优势。然而，对麦克斯韦方程辛性质的理论研究和严格的数学证

明，却未见太多报道。 

  本章首先回顾了实空间和复空间内的辛内积、辛空间、辛变换和辛矩阵的理

论背景；其次介绍了哈密尔顿系统的基本知识，指出了其与辛变换和辛结构的联

系；最后证明了麦克斯韦微分方程的时间演化矩阵是辛矩阵，并探讨了在时空离

散后该演化矩阵的性态变化。 
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§2.2.  预备知识 

  §2.2.1.  线性空间、欧氏空间、酉空间 
  定义1  线性空间[27]。设Ω是一个非空集合， 是一个数域，在集合 的

元素之间定义了加法运算。即对于

D Ω

Ω中任意两个元素 与 ,在 中有唯一的元

素 与它们对应，称之为 与 的和，记为

a b Ω

c a b bac += 。且加法运算，满足下面四

条法则  

（1）交换律  abba +=+  

（2）结合律  cbacba ++=++ )()(  

（3）零元素  在Ω中有一元素 0（称为零元素），对于Ω中任意元素 都有

 

a

aa =+ 0

（4）负元素  对于 中每一个元素 ，都有Ω a Ω的元素b，使得  0=+ ba

  在集合 的元素与数域 的数之间还定义了一种运算，叫数乘。即对于 中

任一元素 与数域 中任一数

Ω D Ω

a D g，在Ω中有唯一的一个元素 与它们对应，称为

与

e a

g的数乘积，记为 gae = ，并且数乘运算满足下面四条法则 

（1）  aa =⋅1

（2）  agooag )()( =

（3）  oagaaog +=+ )(

（4）  gbgabag +=+ )(

其中 og, 表示数域 中的任意数， 表示D ba, Ω中的任意元素。称这样的 为数域

上的线性空间。 

Ω

D

  定义2  欧氏空间[27]。设Ω是实数域 R上的 n维线性空间，对 中的任意

两个向量 依照一确定法则对应一个实数，这个实数称为内积，记作 。且

要求内积运算满足下列四个条件 

Ω

ba, ),( ba

（1）  ),(),( abba =

（2） ，),(),( bagbga = g为任意实数 
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（3）  ),(),(),( cbcacba +=+

（4） ，当且仅当 时，0),( ≥aa 0=a 0),( =aa  

这里， 是 中任意向量。称定义有这样内积的 维线性空间Ω为 维欧氏

空间。 

cba ,, Ω n n

  定义3  酉空间[27]。设 是复数域 上的 维线性空间，对Ω中的任意两

个向量 依照一确定法则对应一个复数，这个复数称为内积，记作 。

且要求内积运算满足下列四个条件 

Ω C n

00 , yx ),( 00 yx

（1） ， 是 的共轭复数 
_________

0000 ),(),( xyyx =
_________

00 ),( xy ),( 00 yx

（2） ， 为任意复数 ),(),( 000000 yxgyxg = 0g

（3）  ),(),(),( 0000000 zyzxzyx +=+

（4） 为非负实数，当且仅当 时， 。 ),( 00 xx 00 =x 0),( 00 =xx

这里， 是Ω中任意向量。称定义有这样内积的 维线性空间Ω为 维酉

空间。 

000 ,, zyx n n

  §2.2.2.  辛内积、辛空间、辛变换、辛矩阵 

  定义1  实辛内积[2, 5, 28]。对于n维酉空间中任意向量

和 ，因为

),,( 21
0

nxxxx L=

),,( 21
0

nyyyy L= Cxk ∈ ， Cyk ∈ ，所以我们有 ，

。采用酉空间标准的Hermite内积 

kkk bjax 0+=

kkk djcy 0+=

∑∑∑∑
====

−−+=−+==
n

k
kkkk

n

k
kkkk

n

k
kkkk

n

k
kk cbdajdbcadjcbjayxyx

1
0

11
00

1

00 )()())((),(  

可 以 看 出 的 实 部 就 是 中 向 量 和

的欧氏内积。而 的虚部可以看成是一种新的

内积，我们称这种内积为 中的标准实辛内积。其定义为 

),( 00 yx nR2 ),,,,,( 2121
0
2 nnn bbbaaap LL=

),,,,,( 2121
0
2 nnn dddcccq LL= ),( 00 yx

nR2

T
n

k
kkkk qJpcbdaqp )()(),( 00

1

00 =−= ∑
=

ϖ     (2.1) 
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这里， ，满足反对称关系和正交关系 ，

。 

nnnnnn

nnnn

I
I

J
22

}0{
}0{

×××

××
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= TJJ −=

JJJ T −==−1

  中的实辛内积有下列性质 nR2

（1）双线性  ，

， ，

),(),(),(),(),( 000000000000 sqrqsprpsrqp ϖϖϖϖϖ +++=++

),(),( 0000 qpqp ληϖηλϖ = nRsr 2
00 , ∈ R∈ηλ, ； 

（2）反对称  ； ),(),( 0000 pqqp ϖϖ −=

（3）非退化  ， ，   。 00 ≠∀q 0p∃ 0),( 00 =qpϖ ⇒ 00 =p

  定义 2  实辛空间和实辛结构[2, 5, 28]。设Ω是 维实向量空间中的子空

间，映射

n2

R→Ω×Ω:ϖ 满足上述实辛内积的性质，我们称 ),( ϖΩ 为实辛空间，

称ϖ 为实辛结构。 

  定义3  实辛变换[2, 5, 28]。如果实空间Ω中的线性变换 满足：

对 ，均有 ，则称 为实辛变换，即实辛变换

保持两向量的实辛内积不变。实空间上的线性变换 是实辛变换的充要条件为：

。 

Ω→Ω:lT

Ω∈∀ 00 ,qp ),(),( 0000 qpqTpT ll ϖϖ = lT

lT

JJTT l
T
l =

  定义4  实辛矩阵[2, 5, 28]。如果 阶实矩阵n2 B满足 ，则称JJBBT = B为

实辛矩阵。实辛矩阵的全体构成一个群，称为实辛群，记为 。如果一个

矩阵

),2( RnSp

B是实辛矩阵，即 ，则它的行列式),2( RnSpB∈ 1det =B [29]。 

  定义5  无穷小实辛矩阵[2, 5, 28]。如果 阶实矩阵n2 B满足 ，

则称

0=+ JBJBT

B为无穷小实辛矩阵。无穷小实辛矩阵可以构成由泊松括号（Poisson 

Bracket）定义的李代数，即 BAABBA −=],[ 。无穷小实辛矩阵的指数变换

是实辛矩阵。 

)exp(B

  上述所有的定义和结论可以推广到复空间[13, 30]。 

  定义6  复辛内积。对 中向量 ， ，标准复辛内积的定义 nC2
0
2np

0
2nq
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HqJpqp )(),( 0000 =ϖ       (2.2) 

这里，H代表复共轭转置或伴随（Adjoint）。 

  复辛内积有如下性质 

（1）共轭双线性 

),(),(),(),(),( 000000000000 sqrqsprpsrqp ϖϖϖϖϖ +++=++ ，

， ，),(),( 00
__

00 qpqp ϖηληλϖ = nCsr 2
00 , ∈ C∈ηλ, ； 

（2）反厄密(Skew-Hermitian)  ； 
_____________
0000 ),(),( pqqp ϖϖ −=

（3）非退化  ， ，   。 00 ≠∀q 0p∃ 0),( 00 =qpϖ ⇒ 00 =p

  定义 7  复辛空间和复辛结构。设Ω是 维复向量空间中的子空间，映射n2

C→Ω×Ω:ϖ 满足上述复辛内积的性质，我们称 ),( ϖΩ 为复辛空间，称ϖ 为复

辛结构。 

  定义8  复辛变换。如果复空间 Ω 中的线性变换 Ω→Ω:lT 满足：对

，均有 ，则称 为复辛变换，即复辛变换保

持两向量的复辛内积不变。复空间上的线性变换 是复辛变换的充要条件为：

。 

Ω∈∀ 00 ,qp ),(),( 0000 qpqTpT ll ϖϖ = lT

lT

JJTT l
H
l =

  定义9  复辛矩阵。如果 阶复矩阵n2 B满足 ，则称JJBBH = B为复辛矩阵。

复辛矩阵的全体构成一个群，称为复辛群，记为 。如果一个矩阵),2( CnSp B是

复辛矩阵，即 ，则它的行列式),2( CnSpB∈ 1det =B [29]。 

  定义10  无穷小复辛矩阵。如果 阶复矩阵n2 B满足 ，则称0=+ JBJBH B为

无穷小复辛矩阵。无穷小复辛矩阵可以构成由泊松括号定义的李代数，即

。无穷小复辛矩阵的指数变换 是复辛矩阵。 BAABBA −=],[ )exp(B

  §2.2.3.  哈密尔顿系统和辛变换 

  对于 中的点 ，实轴开区间 内的

时间变量 ，其哈密尔顿函数 的正则方程[2, 4]为： 

nR2⊆Ω ),,,,,(),( 2121
00

nn qqqpppqp LL= Ι

0t ),,( 0
00 tqpΞ
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i

i

qdt
dp

∂
Ξ∂

−=
0

，
i

i

pdt
dq

∂
Ξ∂

+=
0

， ni L,2,1=     (2.3) 

这里，n称为自由度，Ω为相空间， Ι×Ω 为增广相空间（Extended Phase Space）。 

  令 ，则上式可写成 ),( 00 qp=Ζ

Ξ∇=
Ζ −1J
dt
d

        (2.4) 

这里， )/,/,/,/,/,/( 2121 nn qqqppp ∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂=∇ LL ，为梯度算子。 

  设初始时刻 的相空间 ，任意 时刻的相空间 。为了使

仍满足哈密尔顿函数(2.3)的形式，其充分必要条件是雅可比矩阵

0t ),( 00 qp ∗t ),( ∗∗ qp

),( ∗∗ qp

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂∂∂∂
∂∂∂∂

=
∂
∂

=Θ
∗∗

∗∗∗∗

00

00

00 //
//

),(
),(

qqpq
qppp

qp
qp

是辛变换或辛矩阵，即 

JJT =ΘΘ        (2.5) 

  将(2.5)展开，我们有 10000 =
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂ ∗∗∗∗

p
q

q
p

q
q

p
p

，即 1
),(
),(

00 =
∂
∂ ∗∗

qp
qp

。这就是哈密

尔顿系统相流的面积或体积守恒性。在物理实质上，也就是能量守恒性。 

  定义式(2.3)的解算子为 ，即 ),( 0tt∗Ψ

),)(,(),( 00
0 qpttqp ∗

∗∗ Ψ=      (2.6) 

这 里 ， 称 为 哈 密 尔 顿 流 或 辛 流 ， 满 足 半 群 关 系

。 

),( 0tt∗Ψ

),(),(),( 011202 tttttt ΨΨ=Ψ

  若定义 ),( 00
0

qp
TM

∂
∂

∂
∂

= 为 时刻的切空间，0t ),( ∗∗
∗

∂
∂

∂
∂

=
qp

TM 为 时刻的

切空间，则哈密尔顿函数 和 可看作两个切空间 和

所定义的微分流形。因此，称

∗t

),,( 0
00 tqpΞ ),,( ∗

∗∗Ξ tqp 0TM

∗TM ),( 0tt∗Ψ 是 的辛映射。我们知道，

和 的共轭（对偶）空间分别为二阶外微分形式 和

。因此，从共轭空间的角度看，辛流

∗→ TMTM 0

0TM ∗TM 000 ^ dqdp=ϖ

∗∗∗ = dqdp ^ϖ ),( 0tt∗Ψ 保持了哈密尔顿系统

的辛结构[2, 4]，即 
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0
0 ),( ϖϖ =Ψ ∗∗

∗ tt       (2.7) 

换句话说， 的共轭算子 是 的保辛映射。 ),( 0tt∗Ψ ∗
∗Ψ ),( 0tt

0ωω →∗

§2.3.  麦克斯韦方程、空间网格和辛矩阵 

  §2.3.1.  重要的 3 个定理 

  定理1  矩阵 ，则 。 
nnnnnn

nnnn

A
A

L
22

}0{
}0{

×××

××
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
)cos()sin(
)sin()cos(

)exp(
AA
AA

L

证明： 

  使用矩阵幂级数展开技术[27] 

∑
∞

=

=
0 !

)exp(
n

n

n
LL        (2.8) 

当 时，我们有 L,3,2,1,0,2 == NNn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=
NN

NN
N

A
A

L
2

2
2

)1(0
0)1(

     (2.9) 

当 时，我们有 L,3,2,1,0,12 =+= NNn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

=
+

+
+

0)1(
)1(0

12

12
12

NN

NN
N

A
A

L     (2.10) 

综合上面两种情况，我们可以得到 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
−

+
−−

=

∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

+

∞

=

+∞

=

0

2

0

12
0

12

0

2

)!2(
)1(

)!12(
)1(

)!12(
)1(

)!2(
)1(

)exp(

N

NN

N

NN
N

NN

N

NN

N
A

N
A

N
A

N
A

L    (2.11) 

我们注意到 

∑
∞

=

−
=

0

2

)!2(
)1()cos(

N

NN

N
AA       (2.12) 

∑
∞

=

+

+
−

=
0

12

)!12(
)1()sin(

N

NN

N
AA       (2.13) 

因此， 可以重写为 )exp(L
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)cos()sin(
)sin()cos(

)exp(
AA
AA

L      (2.14) 

  定理2  对矩阵 ，若
nnnnnn

nnnn

A
A

L
22

}0{
}0{

×××

××
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= TAA = ，则我们有：（1） L是反

对称矩阵，即 TLL −= ；（2） 即为实辛矩阵，又为正交矩阵，称为辛正交

矩阵。 

)exp(L

  （1）很容易证明，接下来我们证明（2）。 

  利用 ，结合(2.12-2.13)，我们有 AAT =

)cos())(cos( AA T = ,     (2.15) )sin())(sin( AA T =

又利用矩阵恒等式[27] 

IAA =+ )(sin)(cos 22      (2.16) 

可证明 满足下面的正交条件和辛条件 )exp(L

nn
nnnn

nnnn

TT

TT

T

I
I

I

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

LL

22}0{
}0{

)cos()sin(
)sin()cos(

)cos()sin(
)sin()cos(

))(cos())(sin(
))(sin())(cos(

)cos()sin(
)sin()cos(

)exp()exp(

×
××

×× =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

    (2.17) 

   (2.18) 

nn
nnnn

nnnn

TT

TT

nnnn

nnnnT

J
I

I

AA
AA

AA
AA

AA
AA

I
I

AA
AA

AA
AA

I
I

AA
AA

L
I

I
L

22}0{
}0{

)cos()sin(
)sin()cos(

)sin()cos(
)cos()sin(

)cos()sin(
)sin()cos(

0
0

)cos()sin(
)sin()cos(

)cos()sin(
)sin()cos(

0
0

))(cos())(sin(
))(sin())(cos(

)exp(
}0{

}0{
))(exp(

×
××

××

××

××

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

此外，正交性的证明也可采用如下方法： 
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TT LLLL ))(exp()exp()exp())(exp( 1 ==−=−    (2.19) 

  定理3  对矩阵 ，若
nnnnnn

nnnn

A
A

L
22

}0{
}0{

×××

××
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= HAA = ，则我们有：（1）L是反

厄密阵，即 ；（2） 即为复辛矩阵，又为酉矩阵，称为辛酉矩阵。 HLL −= )exp(L

  证明：根据 ，采用定理2的方法，将(2.15,2.17-2.19)中的转置HAA = T 改

为H即可。 

  根据上述3个定理，我们来研究自由空间的麦克斯韦方程的辛性质。 

  §2.3.2.  时间连续空间连续的麦克斯韦方程的辛性质 
  自由空间麦克斯韦方程的生成函数为[31] 

)11(
2
1)(

00

EEHHEH, ×∇⋅+×∇⋅=Ξ
με

      (2.20) 

式(2.20)对应的哈密尔顿函数的微分形式为 

E
H

∂
Ξ∂

−=
∂
∂
t

, 
H

E
∂
Ξ∂

+=
∂
∂
t

       (2.21) 

  采用变分法，由(2.21)可以推导出麦克斯韦旋度方程 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

E
H

E
H

ˆˆ L
t

        (2.22) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ℜ

ℜ−

=
××

××

3333
00

33
00

33

}0{1

1}0{

εμ

εμ
L   EE

0

0ˆ
μ
ε

=    (2.23) 

×∇=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−

=ℜ

0

0

0

xy

xz

yz
      (2.24) 

  式(2.22)从 0=t 到 的时间演化为 tt Δ=

)0(ˆ)exp()(ˆ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
E
H

E
H

Ltt       (2.25) 

这里，我们称 )exp( LtΔ 为麦克斯韦方程的时间演化矩阵。实际上，该时间演化矩
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阵也就是麦克斯韦方程的辛流。 

  对于实空间中，定义内积 

∫
∞

∞−
⋅>=< rrrrr dtGtFtGtF ),(),(),(),,(     (2.26) 

这里， 为空间位置矢量。式(2.26)本质上是体积分，采用矢量

的写法是为了简便。 

zy zyx eeer x ++=

  在希尔伯特空间和定义分布的广义函数空间内，我们均有 

>
∂
∂

<−>=
∂
∂

< GFGF
δδ

,, ， zyx ,,=δ    (2.27) 

上式说明
δ∂
∂

是一个反对称算子。因此，三维旋度算子ℜ是对称矩阵，即 。

根据定理2，在实空间，麦克斯韦方程的时间演化矩阵是辛正交矩阵。 

Tℜ=ℜ

  对于复空间中，定义内积 

rrrrr dtGtFtGtF ∫
∞

∞−
⋅>=<

________

),(),(),(),,(    (2.28) 

引入任意电磁场量 的傅里叶正变换和傅里叶逆变换 F

∫
∞

∞−
⋅= rrkrk 00 djtFtF )exp(),(

2
1),(~

0π
    (2.29) 

∫
∞

∞−
⋅−= 000 krkkr djtFtF )exp(),(~

2
1),( 0π

   (2.30) 

这里， 为空间波矢量。采用简化的算子定义，式(2.29-2.30)

可重写为 

zzyyx kkk eeek x0 ++=

FF φ=~
, FF ~1−= φ       (2.31) 

这里，φ表示傅里叶正算子， 表示傅里叶逆算子。 1−φ

  首先，根据帕斯维尔(Parseval)能量守恒定理 

>>=<< − ),(~),,(),(~),,( 1
00 krkr tGtFtGtF φφ     (2.32) 

结合伴随算子的定义，我们得到 ，即傅里叶算子是酉算子。 Hφφ =−1

  其次，根据傅里叶变换的微分性质 zyxFkjF ,,,~
0 =−↔

∂
∂ δ
δ δ ，自由空间麦克

斯韦旋度方程的谱域形式为 
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⎟⎟
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    (2.33) 
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−
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      (2.34) 

容易验证 是厄密矩阵，满足共轭对称性  33
~

×ℜ 3333
~~

×× ℜ=ℜ H

  最后，我们再将(2.33)式重新写成空间域形式 
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(2.35) 

这里， ),,(33 φφφdiag=Φ × ， ， ，

表示对角矩阵。满足关系 。 

),,(33
HHHH diag φφφ=Φ × ),,( 1111

33
−−−−

× =Φ φφφdiag

diag HHHHdiagdiag 33
1111

33 ),,(),,( ×
−−−−

× Φ===Φ φφφφφφ

  比较(2.35)和(2.22-2.23),我们有 ，且 。根据定理

3，在复空间，麦克斯韦方程的时间演化矩阵是辛酉矩阵。 

333333
~

××× ΦℜΦ=ℜ H Hℜ=ℜ

  无论是在实空间或是在复空间，自由空间电磁场的总能量，可以由下式表征 

∫∫∫ +=><+><=Σ
V

V dV)||
2
1||

2
1()ˆ,ˆ,(

2
1 2

0
2

00 EHEEHH εμμ  (2.36) 

  根据时间演化矩阵的正交性或者酉性，我们有 1||)exp(|| =Δ Lt 。因此，该时

间演化矩阵保证了电磁场总能量的守恒性。结合定理 1，时间演化矩阵 ，

只是“旋转”了电磁场的初始状态，而保持其模值或长度不变。从数值角度上讲，

如果一个算法的时间演进可以看作是一系列旋转矩阵的乘积，且所有的旋转矩阵

)exp( LtΔ
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又精确地保持了电磁场能量的守恒性（即旋转矩阵具有正交性或酉性），则该算

法必然是无条件稳定的。 

  §2.3.3.  时间连续空间离散的麦克斯韦方程的辛性质 
  接下来，我们将空间无限维的麦克斯韦方程离散成空间有限维的麦克斯韦方

程。 

  若用伪谱方法进行空间离散，则采用同位网格，即 ，

。 

),,( kjidEE →

),,( kjidHH →

  引入三维离散傅里叶正变换和逆变换 

d
d

d FF φ=~
,      (2.37) d

d
d FF ~1−= φ

dφ 是离散傅里叶正变换， 是离散傅里叶逆变换。和连续傅里叶变换类似，1−
dφ dφ

是 的酉矩阵。 nn×

  式(2.35)经空间离散后可写为 

1616
ˆˆ

××
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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εμ

εμ
    (2.39) 

nndddd diag 33),,( ×=Φ φφφ ,     (2.40) nn
H
d

H
d

H
d

H
d diag 33),,( ×=Φ φφφ

这里， 为dℜ
~ nn 33 × 离散化的 ℜ~ 矩阵，仍满足关系 。所以，

为厄密矩阵，即 。根据定理 3，该时间演化矩阵是酉矩

阵，且

d
H

d ℜ=ℜ
~~

dd
H
dd ΦℜΦ=ℜ

~
d

H
d ℜ=ℜ

),2()exp( CnSpLdt ∈Δ 。这里，需要说明的是，该伪谱离散采用的是三维

离散傅里叶变换，而不同于柳清伙教授提出的一维离散傅里叶变换的方案[32]。 

  若用有限差分方法进行空间离散，则采用交错网格（Yee网格[33]），电磁场

的空域离散形式如下 

),,
2
1( kjiEE d

xx +→ ， ),
2
1,( kjiEE d

yy +→ ， )
2
1,,( +→ kjiEE d

zz  

)
2
1,

2
1,( ++→ kjiHH d

xx ， )
2
1,,

2
1( ++→ kjiHH d

yy ， ),
2
1,

2
1( kjiHH d

zz ++→  

26 



第二章  麦克斯韦方程的辛性质 

  式(2.22-2.23)经空间离散后可写为 

1633,
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这里，根据交错网格的拓扑关系[34-36]，我们只能得到 和

。虽然很容易证明

Hd
T
Ed ,, ℜ=ℜ

d
T
d LL −= )exp( dt LΔ 是正交阵，然而我们似乎并不能导出

是实辛矩阵这一结论。 )exp( dt LΔ

  为了进一步理解这种拓扑关系，我们以1维麦克斯韦方程为例。其时空均连

续的旋度方程为 
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    (2.42) 

 

图 2.1  1 维交错网格(Yee 网格)离散后电磁场量的空间分布图。（从左至右为

轴正方向，圆点代表磁场分量，方点代表电场分量。） 

z

 

  采用Yee网格进行空间离散后，其电磁场量的空间分布如图2.1所示。使用2

阶中心差分来离散1阶连续微分算符，且为了模拟无限维的自由空间，所有边界

采用周期延拓处理。(2.42)经空间离散后为 
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(2.43) 

这里，
zΔ

=
11

00εμ
υ 。容易验证， 和 。 Hd

T
Ed ,, ℜ=ℜ d

T
d LL −=

  幸运的是， Ed ,ℜ 和 为非对称的托布里兹（Toeplitz）矩阵，我们可以

重新排列电场，使 和 变成对称的汉开尔（Hankel）矩阵。 
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(2.44) 

由式(2.44)可得， dHdEd ℜ=ℜ=ℜ ,, 和 。根据定理 2，时间演化矩阵的

辛正交性可以保持。 

d
T
d ℜ=ℜ

  §2.3.4.  时间离散空间离散的麦克斯韦方程的辛性质 

  无论在实空间还是在复空间，离散的矩阵 总可以分解成 和 之和，即 dL dU dV

ddd VUL +=       (2.45) 
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⎟
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采用m级p阶辛积分方法，离散化的时间演化矩阵可近似为 

)()exp()exp())(exp( 1

1

+

=

Δ+ΔΔ=+Δ ∏ p
tdtl

m

l
dtlddt OUcVdVU  (2.47) 

这里， 和 是辛算子或辛传播子。 lc ld

  对于实空间， ，可验证 和 是无穷小实辛矩阵。同样，对于复

空间， ，可验证 和 是无穷小复辛矩阵。因此，我们有：（1） 和

可以构成李代数，即

T
dd ℜ=ℜ dU dV

H
dd ℜ=ℜ dU dV dU

dV dddddd UVVUVU −=],[ ；（2） )exp( dtl Vd Δ 和 是

辛矩阵，它们的行列式值都为1[29]。 

)exp( dtl Uc Δ

  根据上述结论，在时空离散后，时间演化矩阵可以保持辛性质，但无法保持

严格的正交性或酉性。由于 )exp( dtl Vd Δ 和 )exp( dtl Uc Δ 的行列式值均为1，所以近

似后的时间演化矩阵的行列式值也为1。根据上面的分析，我们可知该辛积分方

法是条件稳定的且没有幅度误差。 

§2.4.  小结 

  首先，分析时空均连续的麦克斯韦微分方程。在实空间内，其时间演化矩阵

是辛正交矩阵；在复空间内，其时间演化矩阵是辛酉矩阵。无论在哪个空间内，

该时间演化矩阵保持了自由空间电磁场能量的守恒性。 

  其次，分析时间连续空间离散的麦克斯韦方程。空间上采用伪谱方法和同位

网格离散后，该时间演化矩阵保持辛酉性；空间上采用有限差分方法和交错网格

离散后，该时间演化矩阵保持辛正交性。 

  最后，分析时间空间均离散的麦克斯韦方程。即在空间上采用伪谱方法或者

有限差分法，在时间上采用辛积分方法。结果，近似的时间演化矩阵保持了辛性

质，丢失了酉性或正交性。又因为近似的时间演化矩阵的行列式值为1，所以辛

时域有限差分法或者辛伪谱方法是条件稳定的且没有幅度误差。 
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第三章  麦克斯韦方程的离散辛框架 

§3.1.  引言 

  上一章，我们研究了自由空间中麦克斯韦方程的辛性质，分析了其时间演化

矩阵在时空离散后的性态变化。本章我们将辛算法推广到更一般的无耗和有耗介

质中，并对它的数值稳定性和色散性进行分析和优化。 

  首先，建立了高阶辛时域有限差分法的通用离散框架，给出了它在无耗和有

耗介质中的具体操作；其次，结合电磁场中的物理概念，利用矩阵分析和张量分

析理论，推导了高阶辛算法的数值稳定性和色散性公式；再次，根据新的平均稳

定度标准，客观分析了高阶辛积分方法的优缺点，提出了可靠的优化方案；最后，

将高阶辛算法同低阶辛算法和其它时域高阶方法相比较，证明了它的优势。此外，

我们还提出了“高阶时间算法必须和高阶空间算法相匹配才能成为高效的时域电

磁仿真方案”这一论断。 

§3.2.  高阶辛时域有限差分法的基本形式 

  对于空间方向,我们在Yee网格下建立矩形差分网格，网格节点与相应的整数

标号对应 

),,(),,( zyx kjikji ΔΔΔ=       (3.1) 

  任一场量函数 在第 个时间步第 l级步进的离散表达式 ),,,( tzyxF n

))(,,,(),,(/
tlzyx

mln nkjiFkjiF Δ+ΔΔΔ=+ τ     (3.2) 

这里，每个时间步需要 级时间步进，且第 级步进对应的时间增量为m l tlΔτ 。对

于传统的 2阶蛙跳时间步进方法，每个时间步只需要 1级步进。而对于其它多级

方法，则需要多级步进才能获得时间上的高精度和高稳定性。 

  我们用 阶中心（交错）差分离散空间1阶导数 q

∑
=

++

Δ=

+

Δ+
Δ

+−−−+
=

∂
∂ 2/

1

///

)()2/1()2/1()(
q

r

q
mlnmln

rh

mln

OrhFrhFWF
δ

δ
δ δδ

(3.3) 

这里， zyx ,,=δ ， ， 是空间差分系数。我们定义 如下： kjih ,,= rW sW
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|       (3.4) |2
2/

1
∑
=

×=
q

r
rs WW

表 3.1 给出了 和 的值。可以看出， 随差分阶数的增加而增大。 rW sW sW

 

表 3.1  阶中心差分系数（Yee 网格）。 q

 

  本论文我们主要研究4阶中心差分。其空间的电磁场排布如图3.1所示：即每

1个磁场分量被8个电场分量环绕，每1个电场分量被8个磁场分量环绕。这种空间

取样方式，比传统的2阶中心差分要复杂。一方面它仍然符合广义的法拉弟感应

定理和安培环路定理，只不过采用了双环路的形式；另一方面，该取样方式不易

处理材质的不连续性，也不易模拟金属曲面。但4阶差分能更精确地描述邻近电

磁场之间的相互作用，因此可获得更优良的数值色散特性和数值精度。此外，由

于采用了Yee网格[1]，也就自动满足了电场的无散特性，没有非物理的电荷积累。 
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图 3.1  4 阶交错差分对应的电磁场空间分布图。其中红色圆圈代表磁场（电场），

绿色和蓝色三角代表电场（磁场）。图中，红色圆圈表示的磁场分量（电场分量）

被绿色叉号三角和蓝色叉号三角表示的 8个电场分量（磁场分量）环绕。距离磁

场分量（电场分量）半个网格的电场分量（磁场分量）构成内环路；距离磁场分

量（电场分量）1个半网格的电场分量（磁场分量）构成外环路。 

 

  在时间方向上,无源、均匀、无耗媒质中的麦克斯韦旋度方程的哈密尔顿函

数（Helicity Hamiltonian）可定义如下[2] 

)11(
2
1)( EEHHEH, ×∇⋅+×∇⋅=Ξ

με
    (3.5) 

式(3.5)对应的欧拉-哈密尔顿方程（Euler-Hamilton Equation）如(3.6)所示 

E
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通过变分法，(3.6)可以写成 
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这里，ε和μ 是媒质的介电常数和磁导率。 

  我们采用无耗散的m级 p阶显式辛积分[3-6]来近似麦克斯韦旋度方程的时

间演化矩阵 ，即 ))(exp( VUt +Δ

)()exp()exp())(exp( 1

1

+

=

Δ+ΔΔ=+Δ ∏ p
ttl

m

l
tlt OUcVdVU   (3.10) 

这里， 和 是辛算子或者辛传播子，其具体求解见本章第 4节。根据第 2章的

结论，每级时间步进

lc ld

)exp( Uc tlΔ 和 )exp( Vd tlΔ ，都是一个基本的辛变换

(Elementary Symplectic Mapping)，它完成从电场到磁场，再从磁场到电场的

显式递推。以 5级 4阶辛积分方法为例，其时间步进如图 3.2 所示。 

 

图3.2  5级4阶辛积分方法的电磁场时间步进图。 

 

  无论对于连续的微分矩阵或者离散的差分矩阵，我们总可以证明

， 。使用泰勒展开技术，(3.10)式可以写成 2,0 ≥= γγU 2,0 ≥= γγV

∏
=

+Δ+Δ+Δ+=+Δ
m

l

p
ttltlt OUcIVdIVU

1

1 )())(())(exp(    (3.11) 
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从(3.11)可以看出，该辛积分方法具有显式逐级递推的特点。因而，同龙格库塔

和其它一些隐式算法相比，也就大大节约了内存，提高了计算效率。 

  经过空间 阶中心差分、时间q p阶辛积分离散后，我们就建立了麦克斯韦方

程的离散辛框架，即SFDTD 算法。 ),( qp

  为了减小截断误差，我们对电场分量进行尺度变换，使其与磁场分量的数量

级相当。 
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μ
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尺度变化后的电场 zyx ,, 分量的迭代公式如下 
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这里， rε 是相对介电常数。在立方网格（Cubic Grid）条件下， δΔ=Δ=Δ=Δ zyx ，

则 ，δCFLCFLCFLCFL zyx === 1111 δαααα === zyx ， 2222 δαααα === zyx 。 

  磁场 zyx ,, 分量的迭代公式如(3.19-3.21)所示 
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这里， rμ 是相对磁导率。 

  对于有耗媒质，电导率σ 或者磁阻率 至少有一个不为零，其对应的哈密

尔顿系统不可分。但是，我们仍可以将上述的显式辛积分方法作为有效的高阶多

级方法加以使用。有耗媒质的麦克斯韦方程组仍可写成 
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但与(3.8)不同的是， 的表达式变为 VU ,
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采用多级显式辛算法，(3.24)式的解仍可近似成 
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由于 ， ，原先的泰勒展开失效。采用指数差分，我们得到 0≠γU 0≠γV
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  仍采用式(3.12)对电场进行尺度变换，变换后电场 x分量在有耗媒质中的迭

代公式为 

)]}
2
3,,

2
1()

2
3,,

2
1([

)],
2
3,

2
1(),

2
3,

2
1([

)]
2
1,,

2
1()

2
1,,

2
1([

)],
2
1,

2
1(),

2
1,

2
1([{

),,
2
1(

1

)exp(1),,
2
1(ˆ)exp(),,

2
1(ˆ

//
2

//
2

//
1

//
1

/)1(/

−+−++×−

−+−++×+

−+−++×−

−+−++××
+

×
−−

++×−=+

++

++

++

++

−++

kjiHkjiH

kjiHkjiH

kjiHkjiH

kjiHkjiH
kji

kjiEkjiE

mln
y

mln
yz

mln
z

mln
zy

mln
y

mln
yz

mln
z

mln
zy

r

mln
x

mln
x

α

α

α

α
ε

ξ
ξξ

(3.29) 

这里，
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ξ 。对于指数函数的计算我们可以采用帕德(Padé)近似，
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  同理，以有耗媒质的磁场 x分量为例，其迭代公式 
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这里，
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χ 。上述指数差分技术在完全匹配层的使用，实

质上也是类似的。 

  接下来，为了证明高阶辛算法的优势，我们初步进行下面两个数值试验。 

  算例1，一维高斯脉冲远距离（长时间）传播。 场为高斯脉冲的形式xE

])(4exp[ 20

W
Tt −

− π ，参数 ， 。空间步长 ，稳

定度常数CFL=0.5。该脉冲经过远距离（10000个网格）传播后的波形如图3.3所

示。算法使用传统FDTD(2,2)方法，高阶FDTD(2,4)方法[7, 8]，和高阶SFDTD(4,4)

方法。从图3.3中可以看出，与传统的FDTD(2,2)方法和高阶FDTD(2,4)方法相比，

高阶辛算法（SFDTD(4,4)）在经过长距离传播或者长时间迭代后仍保持了良好的

数值精度。 

sT 8
0 10−= sW 81033.1 −×= mz 1.0=Δ
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图 3.3  一维高斯脉冲传播 10000 个网格后的时域波形。算法采用 FDTD(2,2)方

法，高阶 FDTD(2,4)方法，和 SFDTD(4,4)方法。 

 

  算例 2，计算二维波导谐振腔的电磁场总能量。二维波导尺寸

，工作在 模式，谐振频率cmcm 016.1286.2 × 21TE GHzf 753.19= 。空间步长

，稳定度常数CFL=0.797，仿真时间步数mm27.1=Δδ 5100max =n 。为了获得高

阶精度，所有金属边界条件采用解析的方式处理。算法采用SFDTD(4,4)和

R-K(4,4)[9-11]方法。其中，R-K代表龙格库塔方法，其时间方向上为4阶精度，

空间方向上采用同样的4阶中心差分。图3.4给出了谐振腔每3个周期的平均电磁

场总能量。且为了方便比较，该电磁场总能量经过了归一化处理。与高阶辛算法

（SFDTD(4,4)）相比，龙格库塔方法（R-K(4,4)）有明显的幅度误差。此外，在

同样的数值精度条件下，其需要的内存是高阶辛算法的4倍。 
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图 3.4  二维波导谐振腔的电磁场总能量随时间变化的曲线。该总能量为每 3个

周期时间内的平均能量，且经过了归一化处理。方法采用 R-K(4,4)方法和

SFDTD(4,4)方法。 

 

§3.3.  数值稳定性、色散性分析 

  §3.3.1.  稳定性分析 

  对于高阶辛算法的数值稳定性分析，我们首先推导1维的情况再推广到3维。 

  已知任意 n时刻场量 ，则任意),( n
x

n
y EH=nF 1+n 时刻场量

可表示为 

),( 11 +++ = n
x

n
y EH1nF

n1n FF S=+        (3.32) 

若算法稳定，其充要条件为稳定度矩阵 的所有特征值的模小于等于 1。 S

  采用平面波本征模分析 

))(exp(),,,( 00 zzyyxx kkkjkijftzyxF Δ+Δ+Δ−=   (3.33) 

ϕθ cossin0kkx = , ϕθ sinsin0kk y = , θcos0kkz =   (3.34) 

这里， 是数值波数，0k θ，ϕ 为球面角。 
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  采用 q阶交错差分近似空间1阶导数，即 
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  (3.35) 

这里， ∑
= Δ

Δ−−Δ−−
=

2/

1

00 ])2/1(exp[])2/1(exp[q

r z

zzzz
rz

krjkrj
Wη 。 

  则下面时空均连续的麦克斯韦方程 
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其空间离散形式 
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令
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

00

10 zU η
μ , 
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⎛
−= 01

00

z
V η

ε
，时间上采用高阶辛积分方法逼近麦克斯韦

方程的时间演化矩阵，则稳定度矩阵 可写成 S

∏
= ⎟⎟
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    (3.38) 

因为每一级步进都是辛变换，所以 1)]det[exp( =Δ Uc tl 和 [12]。

这个结论从式(3.38)中很容易检验。所以

1)]det[exp( =Δ Vd tl

1det =S 。 

  我们不妨假设 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2221

1211

SS
SS

S        (3.39) 

则该矩阵的特征值λ满足下面的特征方程 

0)()( 211222112211
2 =−++− SSSSSS λλ    (3.40) 
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注 意 到 实 际 上 为 矩 阵 的 迹 ， 即2211 SS + S 2211)( SSStr += 。 而

。 1det)( 21122211 ==− SSSSS

  因此，上述特征值方程可以改写为 

01)(2 =+− λλ Str        (3.41) 

其稳定解
2

)(4)( 2
0

2,1

StrjStr −±
=λ 。稳定性条件要求 1|| 2,1 =λ ，所以只要

即可。 2|)(| ≤Str

  将(3.38)依次相乘，我们求出 
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这里，
με
1

0 =v ，为介质中的波速。 

  推广到三维问题，采用矢量分析方法。空间离散后的麦克斯韦方程，可写成 
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注意到 ，式(3.44)也可以写成如下张量形式 0)( 222 <++ zyx ηηη
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这里，K 是由球面角定义的张量矩阵[13]。虽然形式上(3.47)是 的矩阵，66×
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但它只有两个独立的本征值（对应横磁波和横电波）。因此，(3.47)和(3.37)本

质上是同构的。采用类似于 1维的分析方法，可求出 

l
zyxt

m

l
l vgStr )}({2)( 22222

0
1

ηηη ++Δ+= ∑
=

    (3.48) 

  一般而言，时域算法的最大稳定度 可以写成如下时空分离的形式

[14] 

maxCFL

S

TCFL
λ
λ

=max        (3.49) 

这里， Sλ 为空间稳定度因子，可以表示为 

sS Wd=λ         (3.50) 

3,2,1=d ，为空间维数， 的定义已经在(3.4)中给出，为所有空间差分系数之

和。

sW

Tλ 为时间稳定度因子，可以通过空间稳定度因子和 2|)(| ≤Str 的约束求出。

这种时空分离的形式，对分析任意SFDTD 算法的稳定度是很方便的，尤其适

用于时间方向或空间方向其中一个离散方式固定而改变另外一种的情况。 

),( qp

  下表列出了传统的FDTD(2,2)方法，高阶FDTD(2,4)方法，J-Fang(4,4)方法

[15]，龙格库塔(4,4)方法和高阶辛FDTD(4,4)方法的最大稳定度。这里，所有的

空间差分都是2阶或者4阶的显式交错差分。其中，SFDTD(4,4)方法使用如下辛算

子： 

0.1739968951 == cc ， 4-0.120385042 == cc ， 0.892776303 =c ，

，0.6233793241 == dd 2-0.123379332 == dd ， 05 =d . 

 

表 3.2  各种算法的最大稳定度比较。 
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  §3.3.2.  色散性分析 

  由于 1|| 2,1 =λ ，该算法是无耗散的。根据反余弦求出特征值的相角，则色散

方程可写成 

]2/)(arccos[ Strt =Δω      (3.51) 

我们定义相对相速度误差 

||log20
0

0
10 v

vv
Err p −=      (3.52) 

这里，
0k

vp
ω

= ，为数值相速度。 

  首先，我们将SFDTD(4,4)方法同高阶FDTD(2,4)方法和传统的FDTD(2,2)方法

相比较。从图3.5(a-b)可以看出，与这些算法相比，SFDTD(4,4)算法有明显的优

势。 
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（a）  相对相速度误差随空间分辨率的变化。这里，平面波入射角度 ，

，稳定度常数

o60=θ

o30=ϕ 4.0=CFL 。 
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（b）  相对相速度误差随球面角 Phi 的变化。这里，入射角度 ，空间分

辨率

o30=θ

8=PPW ，稳定度常数 4.0=CFL 。 
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图 3.5  高阶 SFDTD(4,4)方法，高阶 FDTD(2,4)方法，传统的 FDTD(2,2)方法的

色散性比较。 

 

  其次，我们将SFDTD(4,4)方法同高阶R-K(4,4)方法和高阶J-Fang(4,4)方法

相比较。其中，R-K(4,4)方法使用4阶龙格库塔时间步进和4阶空间交错差分。从

图3.6(a-b)可以看出，SFDTD(4,4)算法的色散性优于R-K(4,4)方法但比

J-Fang(4,4)方法略差。虽然如此，由于J-Fang(4,4)方法使用了空间高阶导数，

因而在电磁场工程中很少应用。 
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（a）  相对相速度误差随空间分辨率的变化。这里，平面波入射角度 ，

，稳定度常数

o60=θ

o30=ϕ 5.0=CFL 。 
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（b）  相对相速度误差随球面角 Phi 的变化。这里，入射角度 ，空间分

辨率 ，稳定度常数

o30=θ

8=PPW 577.0=CFL 。 

图 3.6  高阶 SFDTD(4,4)方法，高阶 R-K(4,4)方法，高阶 J-Fang(4,4)方法的色

散性比较。 

 

§3.4.  数值稳定性、色散性优化 

  注意到， 和 ，采用泰勒级数展开(3.11)式的右边 2,0 ≥= γγU 2,0 ≥= γγV
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(3.53) 

这里， ， 。 33
1

33 ×
−

× ℜ⋅−= μu 33
1

33 ×
−

× ℜ⋅= εv

  类似，(3.11)式的左边也可以扩展成 
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(3.54) 

这里， 。 Nnnp ∈= ,2

  比较(3.53)和(3.54)中 的项，令其相等，我们可推导出高阶辛积分的阶

数条件 

p
tΔ

Nnnp ∈−= ,12  

mlllll
p

cdcdc plllll p
≤<<≤<≤≤=∑ LL 43211

!
1

4321
 (3.55) 
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  不幸的是，方程(3.55-3.58)并不相互独立，直接求解无法得到辛算子的具

50 



第三章  麦克斯韦方程的离散辛框架 

体数值。因此，我们一般引入时间可逆(Time-Reversible)约束(3.59)或者对称

(Symmetric)约束(3.60)。 

)1(1 mlcc lml ≤≤= +− , )11( −≤≤= − mldd lml , 0=md    (3.59) 

)1(1 mlcd lml ≤≤= +−        (3.60) 

  p阶辛积分方法对应的辛算子必须满足：（A）从1阶至 p阶的所有阶数条件，

且每个阶数条件有2个方程构成；（B）时间可逆约束或者对称约束。 

  对于对称辛算子，我们联立阶数条件方程(3.55-3.58)和对称约束方程

(3.60)，利用MATLAB强大的符号计算功能，便可以求解出不同阶数条件下的辛算

子。表3.3列出了2阶、3阶和4阶对称辛算子。通过该表我们可以看出，同样阶数

条件下，辛算子有多组解。我们需要分析每组解对应辛算子的时间稳定度因子，

来选择优化的辛算子。 

 

表 3.3  对称辛算子： )1(1 mlcd lml ≤≤= +− 。 

 

  对于时间可逆辛算子，当联立阶数条件方程(3.55-3.58)和时间可逆约束方

程(3.59)时，我们发现仍有一个未知数无法求解。换句话说，其它所有的辛算子，

可以用该未知辛算子来表示。这里，我们提出一种方案来解决该问题。对于 p阶

时间可逆辛算子而言，我们除了需要从1阶至 p阶的阶数条件(3.55-3.58)，时间

可逆约束(3.59)，还需额外增加1个方程，即 1+p 阶条件中的任意1个方程。形

象地说，该 p阶辛算子也就满足了一半的 1+p 阶条件，一定程度上也就提高了

51 



安徽大学博士论文  高阶辛算法的理论和应用研究 

它的稳定性和色散性。表3.4列出了2阶、4阶时间可逆辛算子。通过该表我们可

以看出，该辛算子只有偶数阶，而没有奇数阶。且同对称辛算子一样，同样阶数

条件下它有多组解。我们需要分析每组解对应辛算子的时间稳定度因子，来选择

优化的辛算子。 

 

表 3.4  时间可逆辛算子： )1(1 mlcc lml ≤≤= +− , )11( −≤≤= − mldd lml , 。 0=md

 

  尽管时间稳定度因子，一定程度上反映了辛积分方法在时间方向上的优劣。

但对于时间多级步进方法，基于时间稳定度因子的评价标准似乎欠妥。它给人一

种随着辛算子阶数增高，稳定度持续增大的假象，而实际上稳定度的增大是以步

进级数的增加为代价的。所以，考虑到多级时间方法的计算复杂度，我们提出了

一种新的平均稳定度标准。 

  众所周知，对于时域电磁仿真，需要的总时间步正比于 )/(1 maxCFLxΔ ，每一

个时间步至少需要的迭代次数为 次，而每次迭代需要 量级的乘法操

作。因此总的计算复杂度

minm )/1( 3
x

O Δ

)1(

min

max4

m
CFL

O

x
Δ

。通过上述分析，我们可定义新的平均

稳定度标准(3.61) 

S

T

S

T m
m
CFL

CFL
λ
λ

λ
λ

=== min

min

max
max

______ /
    (3.61) 

这里，我们称 Tλ 为平均时间稳定度因子。对于时间可逆辛算子，因为 ，

所以在迭代操作时，我们可以把 和 进行合并，即

0=md

1c mc 1min −= mm 。然而，对于
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对称辛算子，这种合并操作是不可能的，因而 mm =min 。 

  综合考虑新的平均时间稳定度因子和传统的时间稳定度因子，从表3.3和表

3.4中可以选出优化的辛算子，被选中的2阶、3阶、和4阶辛算子用星号表示。这

里，我们优化的4阶辛算子，其时间稳定度因子为3.467高于日本学者Hirono提出

的4阶辛算子[6]的时间稳定度因子3.003。两种算法的色散性对比如图3.7所示，

我们的算法也优于Hirono提出的算法。 
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（a）  相对相速度误差随着空间分辨率的变化。平面波入射角度 ，

，稳定度常数

o60=θ

o30=ϕ 5.0=CFL 。 
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（b）  相对相速度误差随着球面角 Phi 的变化。入射角度 ，空间分辨率

，稳定度常数

o30=θ

8=PPW 577.0=CFL 。 

图 3.7  我们提出的辛算子和日本学者 Hirono 提出的辛算子的色散性比较。 

 

  我们发现，平均时间稳定度因子是随着辛算子阶数的增加而下降的，其最大

值为 2=Tλ 。它可以通过 级时间可逆辛算子实现。其中，m min1 /5.0 mcc m == ，

，minmin ,...3,2,/1 mlmcl == minmin ,...2,1,/1 mlmdl == ， 0=md 。特别地，如果合并

和 ，每级辛算子皆相等。经验证该辛算子满足1阶条件和2阶条件。也就是说，

该2阶多级辛积分方法实质上等价于2阶蛙跳算法。我们称这种每级辛算子都相等

的辛积分方法为等辛算子步进方法。 

1c

mc

  从物理概念上，多级方法的时间稳定度因子是将每级步进的时间稳定度因子

按某种法则进行平均。当每级的辛算子相等时，显然能获得最大的时间稳定度因

子。而当它们不相等时，为了满足1阶条件， ， ，每级辛算子对

应的时间稳定度因子也就高低不同，其总体的时间稳定度因子也必然会低于每级

都相等的情况。严格的数学证明已经在文献[16, 17]中给出，这里将不再赘述。 
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  总之，传统的2阶蛙跳方法或者2阶等辛算子步进方法，能够获得最大的平均

时间稳定度。但这是不是说高阶辛积分方法在时间方向上没有优势呢？答案是否

定的。我们不妨进行下面的数值色散分析。 

  SFDTD(2,4)方法和SFDTD(3,4)方法的色散性对比如图3.8所示。SFDTD(3,4)

方法使用表3.3中星号标记的对称辛算子，SFDTD(2,4)方法使用等辛算子步进方

法。且为了公平比较，两者的最小迭代次数 皆为3，空间差分皆为 阶显式

交错差分。我们采用不同的CFL稳定度常数，然后画出两种算法的相对色散误差

随空间分辨率的变化图。从图3.8中我们不难看出：当CFL=0.5时，在粗网格剖分

条件下，SFDTD(3,4)方法的色散性并没有SFDTD(2,4)方法好。而在细网格剖分条

件下，SFDTD(3,4)方法才显示出优势。但这对电大目标的仿真来说，是没有多大

意义的。毕竟我们希望采用大的空间步长和时间步长，来节省内存和计算时间。

然而，当CFL=1.0时，无论在粗网格剖分还是在细网格剖分条件下，SFDTD(3,4)

方法均显示出了明显的优势。这是因为，随着CFL的增大，SFDTD(2,4)方法的数

值色散效应变得明显了。究其原因是低阶的时间算法无法在大的时间步长或高的

稳定度条件下取得令人满意的数值结果。类似的结论，也被学者A.Yefet发现

[18]。他指出，只有在低的CFL条件下，高阶FDTD(2,4)方法才能获得空间4阶的

收敛率。这个结论和我们对SFDTD(2,4)方法的色散性分析是一致的。 
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图 3.8  不同 CFL 条件下 SFDTD(2,4)方法和 SFDTD(3,4)方法的色散曲线：

， 。 o45=θ o0=ϕ

 

  接下来，我们进行另外一组色散性分析。在时间方向上，仍采用上面的设置，

保持不变。但在空间方向上使用2阶显式交错差分。我们重新画出不同CFL条件下

SFDTD(2,2)方法和SFDTD(3,2)方法的色散曲线图3.9。与图3.8相比，无论CFL常

数的大小如何变化，SFDTD(3,2)方法均未显示任何优势，甚至还略差于SFDTD(2,2)

方法。 
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图 3.9  不同 CFL 条件下 SFDTD(2,2)方法和 SFDTD(3,2)方法的色散曲线：

， 。 o45=θ o0=ϕ

 

  通过上面的色散性分析，我们得到一个重要的结论：即高阶的时间方法必须

和高阶的空间方法相结合，才能成为真正意义上的高效时域解决方案。 

  为了进一步证实该结论，我们又做了三维电偶极子的数值试验。总计算区域

网格，偶极子辐射源位于区域中心点676767 ×× sk )33,33,33( 2
1 处，场值记录点距

离源点10个网格。为了吸收辐射波，我们使用10层高阶完全匹配层截断计算区域。
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辐射源的加入公式 
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1
τ s9

0 102 −×=τ m1.0=Δδ 。 

  数值解和解析解的绝对误差被计算并显示在图3.10-3.12中。图3.10中CFL

被设为0.5，SFDTD(3,4)方法并没有显示出优势。SFDTD(3,4)和SFDTD(2,4)方法

的最大绝对误差（ 误差）分别为： 和 。图3.11中CFL被设为1.0，

我们看出SFDTD(3,4)方法取得了更好的数值精度。两种方法的 误差分别为：

和 。CFL的增大导致了FDTD(2,4)方法的 误差显著增加。图3.12

中CFL仍设为1.0，但我们采用SFDTD(3,2)方法和SFDTD(2,2)方法。从图3.12中可

以看出，两者的误差分布几乎吻合，其 误差分别为： 和 。因此，

作为一种优化的时域电磁仿真方案，高阶辛积分和高阶中心差分的“强强联合”

是需要的。 
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图 3.10  采用 SFDTD(2,4)方法和 SFDTD(3,4)方法计算 场的绝对误差：xE
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5.0=δCFL 。 
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图 3.11  采用 SFDTD(2,4)方法和 SFDTD(3,4)方法计算 场的绝对误差：
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图 3.12  采用 SFDTD(2,2)方法和 SFDTD(3,2)方法计算 场的绝对误差：

。 

xE

0.1=δCFL

 

§3.5.  小结 

  首先，在空间方向上对麦克斯韦方程进行离散。一方面，由于使用了Yee网

格，自动满足了场量的无散条件，且电磁场之间的相互作用仍符合广义的安培环

路定理和广义的法拉弟电磁感应定理。更为重要的是，Yee网格保持了时间演化

矩阵的正交性和辛变换性。另一方面，由于采用了高阶差分，使算法有低的数值

色散性和高的数值精度，但同时也造成了非均匀边界处理的困难。 

  其次，在时间方向上对麦克斯韦方程进行离散。一方面，采用高阶显式辛积

分方法，节省了内存，提高了算法的稳定度，并保持了麦克斯韦方程的辛结构；

另一方面，由于该算法是一种时间多级步进方法，也就造成了其平均稳定度或计

算复杂度的劣势。因此，在保证辛积分方法时间高阶性和高稳定度的同时，我们

优化了辛算子，减少了它的迭代级数。 

  最后，研究了时间算法和空间算法的“匹配”问题，指出只有将高阶时间算

法和高阶空间算法相结合，才能获得令人满意的理论和数值结果。然而，太高的

空间差分阶数，会使非均匀边界的处理更加困难。同样地，太多的时间步进级数，

会降低算法的计算复杂度。 
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第四章  高阶辛算法中的关键技术 

§4.1.  引言 

  上一章我们已经建立了麦克斯韦方程的离散辛框架，本章我们开始探讨将高

阶辛时域有限差分法具体应用到时域电磁仿真中所必需的三大关键技术：总场散

射场分离技术、完全匹配层技术、近远场变换技术。 

  在电磁散射仿真中，平面波源的引入，主要有纯散射场技术和总场散射场分

离技术[1, 2]两种。前者直接将入射场波源条件，加在导体边界或者介质体内部，

且整个计算区域仿真的皆是散射场。该技术对于金属目标操作简单，只需在边界

上把散射场设置成负的入射场即可。但对于介质仿真，就相对繁琐，要在其内部

所有区域进行设置。纯散射场技术的另一缺点是会引入非物理的相减噪声，从而

影响计算精度。而总场散射场分离技术，是将计算区域划分成总场区和散射场区，

然后在区域分界面上修改电磁场分量的迭代公式。该技术可以很方便地引入平面

波源，增加了计算的动态范围（约 30dB）。但对于高阶算法，如时域多分辨率方

法，电磁场量之间的相互作用较传统的 FDTD 方法强，因此处理分界面的过程将

十分繁琐。且受尺度函数截断误差因素的影响，在无任何散射目标的情况下，仍

有少量入射波从总场区泄漏到散射场区。基于上述原因，很多高阶方法采用的是

纯散射场技术而非总场散射场分离技术。 

  吸收边界条件的发展脉络主要分为两条，一个是基于数学中的算子理论或误

差相消技术，从波动方程入手。包括简单的行波吸收边界条件[3]、Mur 吸收边

界条件[4]、超吸收边界条件[5]等；另一个是基于物理概念，从阻抗匹配的角度

入手。1996 年，Berenger 提出的完全匹配层（PML)吸收边界条件[6]是在这个方

向上的开创性贡献。该方法在截断边界处设置一种特殊的介质层，该层介质的波

阻抗与相邻介质的波阻抗完全匹配，因此入射波可以无反射的穿过分界面进入

PML 层。又因为 PML 为有耗介质，能使进入的透射波以较快速率衰减。据报道，

PML 的全局反射误差在-60dB 以下，而以前的 2阶 Mur 吸收边界只能达到-30dB。

此后，众多学者开始了对 PML 吸收边界条件的改进和发展工作，包括能和麦克斯

韦方程形式保持一致的复坐标 PML[7]，能吸收低频波的各向异性 PML[8]，更加
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灵活高效的卷积 PML[9]，和吸收效果更好的混合吸收边界条件[10]等等。 

  为了求得远区的散射场，我们必须采用近远场外推技术。首先，要在总场和

散射场连接边界与 PML 吸收边界之间建立一个虚拟的封闭表面，称为输出边界或

数据存储边界；然后，根据等效原理，求出其上的等效电磁流；最后，通过基于

矢量势的电磁场积分公式求解远区散射场。对于单频入射波，我们采用相位滞后

的方法[11]来提取电磁场值的振幅和相位，从而求出等效电磁流；对于高斯脉冲

等宽频带入射电磁波，一般采用傅里叶变换法[12]或者时域外推法[13, 14]。由

于采用了交错差分，电磁场的空间位置相差半个网格，所以需要采用平均值法或

双回路积分的方式[11]来克服这个缺点。最近，关于球多极子展开

（Spherical-Multipole Representation）[15]等新的近远场外推方法也在发展

之中。 

  上述这些技术，对于传统的 FDTD 方法已经日趋成熟。但怎样将它们推广到

高阶，在国际上的相关工作也仅仅是开了个头。高阶算法高精度、低色散的优势，

必须靠这三种技术的支撑才能凸现。而不加改进直接将低阶技术移植到高阶，是

无法取得令人满意的数值结果的。本章我们主要探讨上述三种技术的高阶推广问

题。 

§4.2.  高阶总场散射场分离 
  同低阶一样，我们根据总场和散射场分界面的场值连续性条件，来修正需要

更新的场量。如果迭代公式左边的场量（需要更新的场量）在总场区，我们则需

要将右侧在散射场区的场量加上入射场值；如果迭代公式左侧的场量（需要更新

的场量）在散射场区，我们则需要将右侧在总场区的场量扣除入射场值。但同低

阶算法不同的是，高阶算法需要在分界面附近处理更多的场量。 

  不失一般性，以 m级 SFDTD 算法为例，假设电场)4,( p x方向极化， 方向传

播，总场在

z

],[],[],[ 212121 kkjjii ×× 的网格区域内。 

  如图 4.1 所示， 场在平面xÊ 1kk = 的更新公式如下 

)
2
1()1,,

2
1(ˆ)1,,

2
1(ˆ

1
/

,21
/

1
/ +×+−+=−+ +++ kHkjiEkjiE mln

incyz
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x
mln

x α   (4.1) 
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图 4.1  总场散射场区的电磁场分布图。圆圈代表 场，方框代表 场。直线

上方包括直线为总场区，直线下方为散射场区。 

yH xE

 

在平面 处， 场的更新公式如下 2kk = xÊ
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在公式(4.1)-(4.6)中， 为入射磁场。考虑到 Yee 网格离散条件下 场的

空间分布，上面公式中

incyH , xÊ

ji, 的范围是： 121 −≤≤ iii , 21 jjj ≤≤ 。 

  同理，电场 在 平面的更新公式为： zÊ 1ii =

)
2
1()

2
1,,1(ˆ)

2
1,,1(ˆ /

,21
/

1
/ +×−+−=+− +++ kHkjiEkjiE mln
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z
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z α   (4.7) 
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电场 在 平面的更新公式为 zÊ 2ii =
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在(4.7-4.12)中， ，21 jjj ≤≤ 121 −≤≤ kkk 。 

  采用类似方法，我们还需要处理 和 场量，加上上面的 和 ，一共

四个场量需要处理。 

yH zH xÊ zÊ

  对于入射场的产生，我们可利用 1维自由空间中的迭代公式来实现。对于入

射电场分量 的迭代公式如(4.13)所示 incxE ,
ˆ
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对于入射磁场分量 的迭代公式如(4.14)所示 incyH ,
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在 处，我们可以馈入任意激励源skk = )(tζ  

))(()(ˆ //
, tl

mln
s

mln
incx nkE Δ+= ++ τζ ,    (4.15) ∑

=

=
l

r
rl c

1
τ

这里， 是辛传播子，已经在式(3.10)中给出定义。 rc
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  对于单频入射波， )(tζ 一般用正弦源，即 )sin()( tt ωζ = ，ω为角频率；为了

缩短稳态时间，减少冲击效应，可引入升余弦函数作为开关函数，即

)]/2cos(1[5.0)sin()( wttt πωζ −×= ， wt ≤≤0 ； )sin()( tt ωζ = ， 。这里 是脉

冲底座宽度，一般取正弦的 1-2 个周期时间。 

wt > w

  为了获得目标的宽带电磁响应，我们一般选用高斯脉冲源或调制高斯脉冲

源。对于前者， )
)(4

exp()( 2

2
0

W
Tt

t
−

−=
π

ζ ，其有效的频谱范围 ]/2,0[ Wf ∈ ， 决

定了脉冲的平滑程度和上升时间。 越大，波形越光滑，但到达最大值的时间越

长。对于后者，

0T

0T

)
)(4

exp()cos()( 2

2
0

W
Tt

tt
−

−−=
π

ωζ ，由于余弦函数的频谱搬移作

用，其有效的频谱范围 ]/22/,/22/[ WWf +−∈ πωπω 。 

  下面我们以调制高斯脉冲源为例，验证该高阶近远场变换技术。总场网格区

域 ]30,11[]30,11[]30,11[ ×× ， x , y , 方向空间步长均为 ，稳定度常数

。调制高斯脉冲中心频率 ，

z mm3

7.0=δCFL GHz10 nsW 1= ， nsT 325.00 = ，扫频范围

。我们记录 在平面]12,8[ GHzGHz xE 场 20=i 的场值，算法采用 SFDTD(4,4)方法。

在时间步 时，其波形如图 4.2 所示。从图中可以看出，没有场量泄漏到散

射场区。 

40=n
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图 4.2  调制高斯脉冲入射平面波源，算法采用 SFDTD(4,4)方法。 

 

  为了评估高阶总场散射场分离技术的场值泄漏情况，我们将迭代时间增加到

2000 个时间步。结果，泄漏到散射场区的电场的最大值低于 量级。这说明

在粗网格和高的稳定度条件下，高阶总场散射场分离技术的数值结果是令人满意

的。 

1110 −

  接下来，我们用 10GHz 的余弦源进行试验，分析区域中心 处的时

域场值。余弦波经过 200 个周期的行进后，我们记录其一个周期的波形（图 4.3）。

稳定度常数

)20,20,20(

5.0=δCFL ，空间分辨率每波长 6个采样点，算法采用 FDTD(2,2)方

法和 SFDTD(4,4)方法。从图中可以看出，高阶辛算法较传统的 FDTD 法有明显的

优势。 
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图 4.3  区域中心的 场迭代 200 个周期后的波形，算法采用 FDTD(2,2)方法和

SFDTD(4,4)方法。稳定度常数

xE

5.0=δCFL ，空间分辨率每波长 6个采样点。 

 

§4.3.  高阶完全匹配层 

  由于计算机资源的限制，为了模拟自由空间的电磁散射或辐射问题，必须采

用 PML 吸收边界条件截断无限维的空间。基于分裂场技术的高阶完全匹配层和低

阶完全匹配层之间并没有本质区别，只是采用了高阶指数差分的形式。 

  以 场为例，根据第三章有耗介质迭代公式(3.29)，在 PML 区域内，将xÊ x方

向极化的电场分量分解成 方向传播的子分量 和 方向传播的子分量 。 y xyÊ z xzÊ

xzxyx EEE ˆˆˆ +=        (4.16) 

其沿 y方向传播子分量的迭代公式为 
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这里，
0

),,
2
1(

ε

σ
ξ

kjid ytl +Δ
= 。  

  尽管理论上已证明单层半空间的 PML 就可以完全吸收不同频率和不同角度

的平面波。但由于计算机资源的限制和数值误差的影响，必须使用多层有限厚度

的 PML 才能获得令人满意的吸收效果。（1）在自由空间和 PML 层交界处（吸收边

界内侧）， yσ 为 0。因此，PML 介质的阻抗和自由空间的阻抗恰好匹配。（2）随

着出射波（Outgoing Wave）沿 轴向 PML 区域传播，y yσ 渐变增大，PML 介质的

损耗也就增大。因此，该出射波也就逐步地衰减，且已证明这种衰减是指数级的。

（3）在吸收边界外侧，一般采用金属边界截断。因此，仍有少量的出射波被反

射回 PML 层成为入射波（Incoming Wave），传播到散射场区。为了进一步减少这

种反射，可以增大 PML 的层数，但也就增加了额外的内存和计算时间。当然，我

们也可以在最外侧使用 Mur 吸收边界条件，来达到同样的目的。 

  特别的， yσ 的渐变规律一般采用下面的多项式形式 

κ

σσ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Γ
Λ

=Λ max,)( yy       (4.18) 

这里， 是 PML 介质到吸收边界内侧的距离，Λ Γ是 PML 的厚度， max,yσ 决定 PML

层的最大电导率，κ 决定电导率变化的快慢。从吸收边界内侧到吸收边界外侧，

yσ 也就从 增加到0 max,yσ 。一般的，PML 区域的电导率采用局部材质参数，即 yσ

采用电场 ),,
2
1(ˆ kjiEx + 的实际三维空间坐标 ),,)

2
1(( 处的电导率。根

据我们三维数值试验的结果，

zyx kji ΔΔΔ+

κ 一般取 2 或 3 可以获得很好的吸收效果。且当

3=κ 时， max,yσ 可设置如下 

y
b
r

b
r

y
Δ

=
εμ

σ 08.0
max,       (4.19) 

这里， 和 为与 PML 相邻的介质（背景介质）的相对介电常数和相对磁导率。

在求解自由空间中目标的散射或辐射问题时， 和 皆为 1。 

b
rε

b
rμ

b
rμ

b
rε

  同理，沿 方向传播子分量 的迭代公式为 z xzÊ
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这里，
0

),,
2
1(

ε

σ
ξ

kjid ztl +Δ
= 。 zσ 的设置方法和 yσ 类似。 

  剩下其它的 5个场量，在 PML 区域内也都需要采用分裂场技术进行处理。为

了能吸收不同方向的出射波，PML 区域内电导率和磁阻率的设置如图 4.4 所示。 

 

图 4.4  完全匹配层的电导率和磁阻率设置。 

 

  为了初步验证高阶 PML 的吸收效果，我们用正弦点源进行测试。计算总区域

占用 网格，其包括外侧 10 层 PML 区域。点源位于测试区域中心616161 ××

)30,30,
2
130( 。采用立方网格，空间分辨率 10 点每波长，稳定度常数 0.5。经 200

个时间步后，画出
2
130=i 平面处电场 x分量的等值线。从图 4.5 可以看出，等

值线是非常规则的同心圆，说明吸收效果很好。 
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图 4.5  迭代 200 个时间步后 场的等值线，算法采用 SFDTD(4,4)方法。 xE

 

  接下来，我们对比下高阶 PML 和低阶 PML 的吸收效果。数值解总区域占用

网格，其包括外侧 10 层 PML 区域。激励源位于总区域中心414141 ××

)20,20,
2
120( ，为宽带的调制脉冲点源，频谱范围 。我们记录下

场在

]12,8[ GHzGHz xÊ

)20,20,
2
112(A ， )20,12,

2
112(B ， )12,12,

2
112(C 三点的前 100 步时域场值 。

为了使前 100 个时间步内辐射波不会进入 PML 层，参考解的总区域被扩展到

网格。我们记录下相同位置的时域场值 作为数值参考解。定

义每个时间步的绝对反射误差 

Num
xÊ

141141141 ×× f
xE
Reˆ

|)(ˆ)(ˆ|)( Re nEnEn Num
x

f
x −=ρ      (4.21) 

这里，n代表第 个时间步。稳定度常数设为 0.5，一致空间步长（Uniform Spatial 

Increment）采用细网格和粗网格两种设置，即

n

mm308.2=Δδ 和 。

图 4.6 中的（a-c）分别给出了 A、B、C 三点在细网格和粗网格条件下的绝对反

射误差随时间步的变化曲线。可以看出，高阶 PML 和低阶 PML 的吸收效果是差不

多的。 

mm286.4=Δδ
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（a.1）  细网格      （a.2）  粗网格 
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（b.1）  细网格      （b.2）  粗网格 
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（c.1）  细网格      （c.2）  粗网格 

图 4.6  高阶 PML 和低阶 PML 的绝对反射误差随时间步的变化曲线。高阶 PML 在

SFDTD(4,4)算法中使用，低阶 PML 在 FDTD(2,2)算法中使用。 

 

  我们定义最大绝对误差标准 
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)(maxmax n
n
ρρ

∀
=       (4.22) 

在表 4.1 中列出了低阶 PML 和高阶 PML 的最大绝对反射误差。在粗网格条件下，

高阶 PML 的最大绝对误差是优于低阶 PML 的。且随着空间步长的增加，高阶 PML

的最大绝对误差的增长速度 maxρΔ 慢于低阶 PML。 

 

表 4.1  细网格和粗网格条件下低阶 PML 和高阶 PML 的最大绝对误差。高阶 PML

在 SFDTD(4,4)算法中使用，低阶 PML 在 FDTD(2,2)算法中使用。 

（a）  低阶 PML 

 

（b）  高阶 PML 

 

§4.4.  高阶近远场变换 

  为了求得远区散射场或辐射场，必须先在封闭的数据存储面上采用离散时间

傅里叶变换求出频域的电场和磁场值，然后根据等效原理求出所有面上的等效电

磁流，最后采用近远场变换公式外推远区散射场。近远场变换的原理如图 4.7 所

示。 
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图 4.7  近远场变换图。A是外推输出面或者数据存储面， 是由源点指向场点

的矢量，

r

θ，ϕ 为场点所在的球面角。 

 

  以尺度变换后时域电场的 x分量为例，其对应的离散时间傅里叶变换 

))(2exp())((ˆ)(
~̂

0
0 1

/
max

tltl

n

n

m

l

mln
xx nfjnEfE Δ+−Δ+= ∑∑

= =

+ τπτ   (4.23) 

这里，E
~̂
是经尺度变换后的频域电场， 是达到稳态所需要的时间步。对于不

同的目标取值不同，标准物体较小，复杂目标较大，含空腔的目标最大。 

maxn

  频域等效电流 J~ 和尺度变换后的频域等效磁流 mJ
~̂

定义如下 

HnJ ~~ ×= , EnJ
~̂~̂

×−=m       (4.24) 

这里， 是数据存储面的外向法矢。 n

  求出等效电磁流后，按下面的近远场外推公式求解远区散射场 

)]cos
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 (4.25) 
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)]cos~sin~(

)sin
~̂

sincos
~̂

coscos
~̂

[(
4

)exp(~̂
00

00

ϕϕ

θϕθϕθ
πϕ

yx

mzmymx

ff

fff
r
rkjkjE

−+

−+
−

=
 (4.26) 

∫∫ ′′+′+′′=
A

sdzyxkjrJf )]cossinsincossin(exp[)(~~
00 θϕθϕθδδ  (4.27) 

∫∫ ′′+′+′′=
A mm sdzyxkjrJf )]cossinsincossin(exp[)(

~̂~̂
00 θϕθϕθδδ  (4.28) 

这里， 是自由空间的波数，0k r是源场之间的距离，∫∫ 代表在图 4.7 所示的 6

个数据存储面上对源点进行面积分。 

′
A
sd

  为了用数值方法求出面积分(4.27-4.28)，必须先将数据存储面分成均匀的

平面网格，再求出网格中心点的等效电磁流，最后进行求和。然而，为了得到中

心点的等效电磁流，必须知道中心点的电场和磁场值。由于采用了交错网格而非

同位网格，一个有效的插值操作是必须的。对于传统的 FDTD 方法，空间差分精

度是 2阶，因此只需要 2阶的插值公式就能保持算法的 2阶精度。而对于高阶辛

算法，由于空间差分是 4阶的，所以必须采用 4阶的插值公式，才能维持算法的

高精度。这个高阶的插值公式在粗网格离散的情况下尤为重要。 

  对于电场，我们以 数据存储平面为例，其高阶插值公式 akk =
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(4.29) 

这里， xÊ 是网格中心点的电场值，它可以看作是周围电场分量值的平均。低阶

的平均只用到了邻近的2个电场分量，而高阶平均则用到了邻近的4个电场分量。 

  对于磁场的处理，我们可以借鉴由一维小波生成二维小波所采用的张量积

（Tensor Product）思想。图 4.8 中，对于中心点的磁场值，可由邻近的 16 个

磁场分量插值得到。而每一个插值点的插值系数 是其在两个正交坐标轴投影

的插值系数的乘积 

yxW ,

]
2
3:

2
3[],2:1[,, +−∈+−∈= aayxyx kkyiixWWW    (4.30) 

显然，所有插值点的插值系数之和应为 1，即∑ =1,yxW 。 
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  根据以上阐述，我们不难得到网格中心点磁场的插值公式。以磁场的 x分量

为例，其插值公式如下 
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(4.31) 

这里， xH 是网格中心点的磁场值，它是邻近 16 个磁场分量值的平均。 

 

图 4.8  磁场插值示意图。中心方形代表被插值点，左上角的原点代表其中一个

插值点。可验证它的插值系数是其在两个正交坐标轴投影的插值系数的乘积。 
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  为了证明该高阶近远场变换技术的有效性，我们分别对立方体和平板的电磁

散射问题进行研究。 

  算例 1。介质立方体的双站散射问题。极化方向沿 x轴，传播方向沿 轴的

10GHz 平面波入射到边长 3cm，相对介电常数

z

2=rε 的介质方柱上。一致的空间

步长 ，稳定度常数cm8/3=Δδ 5.0=δCFL 。算法采用 SFDTD(4,4)方法，近远场

变换分别采用高阶插值和传统的低阶插值两种技术。图画出了 范围的

H面（ ）双站 RCS（

]90,0[ oo∈θ

o90=ϕ )(10log10 2mdBsm rcsrcs = ， 2

2
2

||
||4lim2

inc

sca

rm
rrcs

E
Eπ

∞→
= ）的

绝对误差曲线。参考解采用 FDTD(2,2)方法，其空间步长为介质波长的 1/40。从

图 4.9 中可以看出，在粗网格条件下，高阶插值的总体误差比低阶插值要小。 
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图 4.9  高阶近远场变换和低阶近远场变换的双站 RCS 误差对比。算法采用

SFDTD(4,4)方法。 

 

  算例 2。导体平板的单站散射问题。极化方向沿 x轴，传播方向沿 轴的调

制高斯脉冲入射到边长 3cm 的导体平板上。平板位于

z

xoy平面，一致的空间步长
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cm3.0=Δδ ，稳定度常数 5.0=δCFL ，调制高斯脉冲频谱范围 。图

4.10画出了后向（ ， ）单站RCS的扫频曲线。参考解采用FDTD(2,2)

方法，其空间步长为真空波长的 1/40。可以看出，低阶近远场变换的结果有明

显的歪曲。 
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图 4.10  高阶近远场变换和低阶近远场变换计算后向单站 RCS。算法采用

SFDTD(4,4)方法。 

 

§4.5.  数值算例 

  为了深入验证上述三大技术，我们再进行一些数值试验。入射平面波，极化

方向 x方向，传播方向 方向，频率 。采用 10 层高阶 PML 吸收散射波。

从总场散射场边界到吸收边界内侧共 12 个网格，输出边界（数据存储面）位于

两者中间。从物体边界到总场散射场边界共 4个网格。 

z MHz300

  算例 1。多体散射问题。两个导体方柱中心沿 方向相距 4 个波长，每个方

柱边长都为 1个波长，三个方向采用一致的空间步长，每波长 6个点，稳定度常

数 。其E面（ ）和H面（ ）双站RCS（

z

5.0=δCFL o0=ϕ o90=ϕ )(10log10 2

2

λ
m

dB

rcs
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如图 4.11 所示，算法采用 FDTD(2,2)方法和 SFDTD(4,4)方法。同传统的时域有

限差分法相比，高阶辛算法同矩量法吻合地更好。 
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（b）  H 面 

图 4.11  多体方柱的双站 RCS。算法采用 FDTD(2,2)方法和 SFDTD(4,4)方法，矩

量法作为参考解。采用一致的空间步长，每波长 6个点，稳定度常数 。 5.0=δCFL

 

  算例 2。包层体散射问题。外包层为 1.5m 的介质方柱( 2.2=rε )，内部是边

长 1m 的导体方柱。入射波为调制高斯脉冲，频谱范围 。一致

空间步长 0.125m，稳定度常数 CFL=0.5。图中给出了前向（ ， ）RCS

的扫频结果，有限元方法作为参考解。可以看出，高阶辛算法的精确求解范围可

达到 ，而传统时域有限差分法只能到 。 
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图 4.12  包层体前向扫频 RCS。算法采用 FDTD(2,2)方法和 SFDTD(4,4)方法，有

限元法作为参考解。一致空间步长 0.125m，稳定度常数 CFL=0.5。 

 

§4.6.  小结 

  本章我们主要研究高阶辛算法的三大关键技术：高阶总场散射场分离技术、

高阶完全匹配层技术、和高阶近远场变换技术。 

  对于高阶总场散射场分离技术，同传统的低阶技术相比，它在总场散射场分
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界面上的处理要繁琐，但基本的思路仍是保持场量的连续性。同多分辨率技术所

采用的纯散射场技术相比，高阶总场散射场分离技术增大了计算的动态范围。 

  基于分裂场技术的高阶完全匹配层，采用了高阶指数差分，保证了在粗网格

条件下的吸收效果。且随着空间步长的增大，其反射误差的增长率较低阶 PML 要

慢。 

  基于立方插值的高阶近远场变换技术，对电场和磁场分量均做了高阶的平均

处理。同低阶近远场变换技术相比，保证了在大的空间步长条件下，精确预估目

标的单、双站电磁散射特性。 

  使用上述三大关键技术，我们仿真了多体目标、包层体目标的电磁散射，获

得了令人满意的数值结果。然而，本章中所有目标的建模均采用了结构网格

（Structured Grid）或阶梯近似模型。对非曲面散射体（如：立方体、平板等），

结构网格可获得工程上需要的精度。但对于曲面目标（如：球、圆柱等）必须采

用十分精细的网格剖分（每波长 40 个网格），才能满足工程需求。如此精细的剖

分，阻碍了高阶空间差分优势的发挥。因此，我们必须发展若干新的技术，来处

理材质的不连续性和模拟金属曲面。 
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第五章  网格剖分及高阶边界处理 

§5.1.  引言 

  高阶辛算法采用了 4阶空间交错差分，有很好的数值色散性和数值精度。从

理论上说，其可在粗网格条件下，获得和 2阶差分一样的数值结果。众所周知，

三维时域算法的内存消耗反比于空间步长的 3次方，计算复杂度反比于空间步长

的 4次方。所以，设置大的空间步长对节省计算资源是相当有效的。不幸的是，

不加处理的高阶差分的数值精度只能在均匀媒质中维持，其在非均匀边界处的精

度不到 2阶甚至更低。且由于采用结构网格对曲面边界进行近似，若对飞机、导

弹等复杂电大目标进行散射分析，得到的仿真结果将不具有工程参考意义。 

  对于非均匀边界的电磁建模问题，亚网格技术[1]、共形网格技术[2-5]、材

质平均技术[6]等已经用于传统的 FDTD 方法，且在网格生成、稳定度控制、自适

应剖分等方面都日趋成熟，产生了像 XFDTD，CST 等常用的工程软件，其通用性

和可靠性都达到了工业级水准。但由于 FDTD 算法本身色散性和稳定性的限制，

对于电大目标的仿真，如大型的军事目标、天线阵等，其需要的计算机资源是惊

人的。虽然虚拟内存技术，似乎使内存看似“取之不尽，用之不竭”，但这必然

是以牺牲计算时间为代价的。从计算机硬件的角度上看，存取速度的快慢排序依

次是：缓存（Cache），内存，硬盘。虚拟内存本质上利用了硬盘的空间，因此计

算速度极慢。 

  时空高阶算法的色散性和稳定性令人满意，但将上述低阶非均匀边界处理技

术推广到高阶有相当难度。因而，高阶算法的材质不连续性和金属曲面处理，是

国际计算电磁学界公认的“Challenging Problems”。为了解决相关问题，一些

学者作了很好的工作。对于 MRTD 方法，多镜像技术[7]的提出，部分解决了非曲

面目标的边界处理和完全匹配层的边界处理问题，但其仍采用是结构网格（阶梯

近似）来近似金属曲面。类似的是 4 阶交错差分中的一侧导数（One-Sided 

Difference）技术[8]和导数匹配（Derivative Matching）技术[9]，较多镜像

方法，其收敛率可达 4 阶。但后时不稳定（Late-Time Stability）现象和繁琐

的操作，使其无法推广。尽管空间滤波的方法[10]改善了不稳定的问题，但该方
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法和多镜像法一样，忽略了目标自身的曲面几何信息。另外一种可行的方案是，

混合亚网格(Hybrid-Subgridding)技术[11]。其思想是在目标边界附近采用

FDTD(2,2)方法，网格是细网格，远离边界处采用高阶 FDTD(2,4)方法，网格是

粗网格。由于差分精度、网格尺寸、稳定度等因素的不同，其需要采用时间和空

间的双插值方案，来减少粗细网格之间的非物理反射，这必然会带来计算精度的

降低。 

  在前面学者所做工作的基础上，我们提出了高阶子网格（High-Order 

Subcell）技术来处理材质不连续性问题，提出了高阶共形网格（High-Order 

Conformal Grid）技术来处理金属曲面的电磁建模问题。 

§5.2.  阶梯近似模型 

  在介绍新的高阶子网格技术和高阶共形网格技术之前，我们先回顾下高阶差

分中的阶梯近似模型[12]，这个模型和传统 FDTD 方法使用的模型是一致的。 

  对于任意 Yee 元胞（长方体）的中心点可表示为 )
2
1,

2
1,

2
1( +++ kjiP ，其对

应的空间三维坐标是： xix Δ+= )
2
1( ， yjy Δ+= )

2
1( ， zkz Δ+= )

2
1( 。我们根据这

个空间三维坐标，可以判断元胞中心点和待仿真目标的位置关系。每个元胞包含

的所有电场分量和磁场分量的属性，都由元胞中心点的电磁属性决定。如果该中

心点在某导体目标内部，则其所在元胞的全部电磁场场量值都需要置 0；如果该

中心点在某介质目标内部，则其所在元胞的全部电磁场场量的材质参数就由该介

质决定。 

  中心点 )
2
1,

2
1,

2
1( +++ kjiP 所在元胞包含的电场分量为 

),,
2
1( kjiEx + ， ),1,

2
1( kjiEx ++ ， )1,,

2
1( ++ kjiEx ， )1,1,

2
1( +++ kjiEx  

),
2
1,( kjiEy + ， ),

2
1,1( kjiEy ++ ， )1,

2
1,( ++ kjiEy ， )1,

2
1,1( +++ kjiEy  

)
2
1,,( +kjiEz ， )

2
1,,1( ++ kjiEz ， )

2
1,1,( ++ kjiEz ， )

2
1,1,1( +++ kjiEz  

这 12 个电场分量实际上对应着 Yee 元胞 12 条棱边的中点。 

  中心点 )
2
1,

2
1,

2
1( +++ kjiP 所在元胞包含的磁场分量为 

)
2
1,

2
1,( ++ kjiH x ， )

2
1,

2
1,1( +++ kjiH x  
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)
2
1,,

2
1( ++ kjiH y ， )

2
1,1,

2
1( +++ kjiH y  

),
2
1,

2
1( kjiH z ++ ， )1,

2
1,

2
1( +++ kjiH z  

这 6 个磁场分量实际上对应着 Yee 元胞 6个平面的中心。Yee 元胞电场和磁场的

位置排布，是一种交错的拓扑结构。它使电场自动满足无散条件，也使麦克斯韦

方程的时间演化保持辛结构，但同时造成非均匀边界处理的困难。 

  然而，上述的阶梯近似模型似乎有个问题，即很难决定公共棱边对应的电场

或公共平面对应的磁场，到底属于哪个元胞。事实上，Yee 元胞生成的无穷维空

间拓扑中，每条棱边被 4个元胞共享，每个平面被 2个元胞共享。对于一个独立

的元胞，共有 12 条棱边和 6 个平面。而以全局的无穷维空间考虑，实际上一个

元胞包含3条棱边和3个平面。其中，3条棱边的中点对应3个电场 ),,
2
1( kjiEx + ，

),
2
1,( kjiEy + ， )

2
1,,( +kjiEz ，3个平面的中心对应 3个磁场 )

2
1,

2
1,( ++ kjiH x ，

)
2
1,,

2
1( ++ kjiH y ， ),

2
1,

2
1( kjiH z ++ 。结果，一个元胞恰好对应 6 个电磁场分

量。图 5.1 画出了 Yee 元胞和它包含的电磁场分量。 

  对一般目标的阶梯近似建模，首先要生成由三角形张成的表面模型，然后再

用“射线穿越”（Ray-Crossing）的方法[13]判断元胞中心点与目标的空间位置

关系，最后给每个元胞所对应的电磁场赋上相应的边界条件标识（Identifier）

或电磁参数。 

  图5.2给出了一些散射体的阶梯近似模型。 
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图5.1  Yee元胞和其包含的电磁场分量。其中，星号位置 是元胞最内侧的

角点。 

),,( kji

 

   

（a）  立方体       （b）  球 
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（c）  圆柱       （d）  圆锥 

 

（e）  导弹 

图5.2  散射体的阶梯近似模型。 

 

§5.3.  高阶子网格技术 

  处理不连续材质的分界面，其核心问题是找到正确的平均电磁参数，包括介

电常数、电导率、磁导率、磁阻率。众所周知，麦克斯韦方程的积分形式能够推

导出电磁场量的连接边界条件。因此，传统的 FDTD 方法使用安培环路定理和法

拉弟电磁感应定理推导平均电磁参数。而根据第三章的论述，高阶差分本质上符
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合广义的安培定理和广义的法拉弟电磁感应定理，只不过将与空间 2阶差分等价

的单环路积分转化成与空间 4阶差分等价的双环路积分。 

  由于大多数常见的介质，都是非磁性的。即 1=rμ ， 。不失一般性，

我们推导电介质的平均电磁参数。 

0=∗σ

 

图 5.3  广义安培环路。点号代表 ，水平箭头代表 ，垂直箭头 。4个单

箭头围成内环路 ，4个双箭头围成外环路 。 

xÊ yH zH

1L 2L

 

  以 场为例，高阶辛算法对应的广义安培环路如图5.3所示，其内环路和外

环路积分形式 

xÊ

∫∫∫∫∫ ⋅=⋅+⋅
∂
∂

111
00

1
0

1
1ˆ1ˆ

LSS rt 111 dLHdSEdSE
εμ

σ
ε

ε    (5.1) 

∫∫∫∫∫ ⋅=⋅+⋅
∂
∂

222
00

2
0

2
1ˆ1ˆ

LSS rt 222 dLHdSEdSE
εμ

σ
ε

ε    (5.2) 

这里， 1rε 和 2rε 分别是区域 和区域 的局部相对介电常数，1S 2S 1σ 和 2σ 分别是区
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域 和区域 的局部电导率， 是由内环路 围绕的深灰色区域， 是由外环

路 围绕的浅灰色区域。 

1S 2S 1S 1L 2S

2L

  在对材质不连续性处理前，我们进行如下两条假设 

（1）在内环路或外环路的棱边中点的磁场值等于沿着该条棱边磁场的平均值； 

（2）在区域 或区域 中心点的电场值等于电场在整个区域的平均值。 1S 2S

  首先，将时间连续的空间积分方程(5.1)转化成时间连续的空间差分方程 

]
),

2
1,,

2
1(),

2
1,,

2
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),,
2
1,

2
1(),,

2
1,

2
1(
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),,,
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1(ˆ),,,

2
1(ˆ
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tkjiE

Δ
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+×
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+∂

εμ

σ
ε
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   (5.3) 

这里， 111
1

1

1 dS
A S r
S

r ∫∫= εε 为区域 的平均相对介电常数，1S ∫∫=
1

1

111
1

S
S

dS
A

σσ 为区

域 的平均电导率， 为区域 的面积。 1S 1S
A 1S

  其次，将时间连续的空间积分方程(5.2)转化成时间连续的空间差分方程 

]
3

),
2
3,,

2
1(),

2
3,,

2
1(

3

),,
2
3,

2
1(),,

2
3,

2
1(

[1

),,,
2
1(ˆ),,,

2
1(ˆ

00

2
0

2

z

yy

y

zz

x

r

x

tkjiHtkjiH

tkjiHtkjiH

tkjiE

t

tkjiE

Δ

−+−++
−

Δ

−+−++
×=

×
+

+×
∂

+∂

εμ

σ
ε

ε

   (5.4) 

这里， 222
2

2

1 dS
A S r
S

r ∫∫= εε 为区域 的平均相对介电常数，2S ∫∫=
2

2

222
1

S
S

dS
A

σσ 为

区域 的平均电导率， 为区域 的面积。 2S 2S
A 2S

  再次，根据麦克斯韦方程的积分形式和微分形式的等价性，我们将

88 



第五章  网格剖分及高阶边界处理 

8
1)4.5(

8
9)3.5( ×−× ，得到 
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这里，两个区域合成的平均介电常数 rε 和平均电导率σ 为 

221121
2

2
1

1
8

1
8

9
8
1

8
9 dS

A
dS

A S r
S

S r
S

rrr ∫∫∫∫ −=−= εεεεε    (5.6) 

221121
2

2
1

1
8

1
8

9
8
1

8
9 dS

A
dS

A S
S

S
S

∫∫∫∫ −=−= σσσσσ     (5.7) 

式(5.6-5.7)就是和电场 x分量对应的平均电磁参数。其它电场分量的平均相对

介电常数和平均电导率的推导也可仿照上面的步骤。 

  最后，将(5.5)式在时间上离散化，我们便可得到 场的迭代公式 xÊ
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这里， rεεε 0= 。可以看出，上式和第三章的（3.29）式在形式上是完全一致的，

只不过采用了平均电磁参数。 

  下面我们介绍怎样采用高阶子网格算法求解式(5.6)和式(5.7)。由于积分离

散化后就是一种求和，所以式(5.6)和(5.7)可以离散化为 
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这里， 和 分别是区域 积分采样点处的局部相对介电常数和局部电导率，

和 分别是区域 积分采样点处的局部相对介电常数和局部电导率。 

i
r1ε i

1σ 1S

i
r 2ε i

2σ 2S

  我们先将每个区域都划分成子网格，然后在每个子网格的中心进行采样，最

后利用式(5.9)得出其平均电磁参数。高阶子网格划分和其对应的积分采样点如

图 5.4 所示。图中叉号对应的是 11× 子网格的情况，即式(5.9)中 。这时区

域 和区域 各有唯一的采样点在其中心，且两个区域的采样点位置恰好重合。

结果，平均电磁参数也就等价于中心点的局部电磁参数。这也证明了这种高阶子

网格算法可以推导出一般的局部材质模型。图 5.4 中点号对应的是 子网格的

1=n

1S 2S

33×

90 



第五章  网格剖分及高阶边界处理 

情况，即式(5.9)中 。这时，区域 和区域 都有 9个子网格，且每个子网

格的中心有 1 个采样点。结果，区域 或区域 的平均电磁参数，就是 9 个采

样点局部电磁参数的求和平均。而总区域的平均电磁参数，是将 区域的平均电

磁参数和 区域的平均电磁参数赋予不同的权值 和

9=n 1S 2S

1S 2S

1S

2S 8/9 8/1− 后的再次叠加。随

着子网格加密，求出的平均电磁参数就越准确，对电介质的电磁仿真效果就越好。

一般当子网格的边长小于 介质波长时，就可达到工程要求。计算平均电磁

参数的操作，可在整个电磁仿真的预处理环节执行。同主程序相比，能在很短的

CPU 时间内完成。 

40/1

 

图 5.4  高阶子网格和积分采样点。该图给出了用 11× 子网格和 子网格离散

化区域 和区域 的情况。 子网格离散后，每个子网格的积分采样点用叉号

表示。 子网格离散后，每个子网格的积分采样点用点号表示。 

33×

1S 2S 11×

33×

 

  接下来，我们分别从近场和远场两个方面证明该高阶子网格方法的优势。 

  算例 1。有耗介质球的频域近场分析。电场 方向传播，z x方向极化。介质
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球半径 ，相对介电常数30，电导率 。采用一致的空间步长，参数设置如

下： ， ，

cm10 3.0

cm2=Δδ 7.0=δCFL MHzf 200= 。我们用离散时间傅里叶变换，计算

， 处 场沿 轴的频域波形。算法采用 SFDTD(4,4)方法，空气介

质分界面的处理分别采用局部材质模型（

2/δΔ=x 0=y xE z

11× 子网格）和平均材质模型（ 子

网格）。从图 5.5 中可以看出，采用平均材质模型后，其分界面处的电场值和 Mie

级数解吻合良好。而局部材质模型得到的曲线，有明显的“上翘”现象。 

99×

−10 −5 0 5 10
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LM−SFDTD(4,4)
AM−SFDTD(4,4)
Mie Series

 

图 5.5  有耗介质球 场沿 方向的频域近场值。算法采用 SFDTD(4,4)方法，空

气介质分界面采用局部材质模型（LM）和平均材质模型（AM）。 

xE z

 

  我们将稳定度常数重新设置为： 5.0=δCFL ，重复上述数值试验。一致空间

步长分别设置成： ， ， 。采用 FDTD(2,2)和 SFDTD(4,4)两种算

法。空气介质分界面的处理分别采用：局部材质模型（LM）、阶梯近似模型（SM）、

平均材质模型（AM）。和局部材质模型不同的是，阶梯近似模型中每个电场分量

对应的电磁参数不取决于该分量实际空间位置的电磁参数，而是取决于它所属

Yee 元胞中心点的电磁参数。我们计算频域 场值和 Mie 级数解的误差，并使用

两种误差标准来评价各种方案，即全局相对误差

cm0.2 cm0.1 cm5.0

xE

2L
ρ) 和最大局部相对误差

1L
ρ) 。 
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2
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=
∀

ρ)   (5.10) 

这里， 代表 Mie 级数参考解， 代表数值解。我们按照误差大小，给每

种方案排名。排名越低，误差越低，数值精度越高。通过表 5.1 的结果，我们可

得出如下结论： 

Mie Num

  1  无论采用什么方案，空间步长越小，误差越小，数值精度越高。 

  2  无论采用 FDTD(2,2)算法或是 SFDTD(4,4)算法，阶梯近似模型能够获得

低的全局误差但引入较高的局部误差。相反地，局部材质模型可以消减局部误差，

但却增大了全局误差。 

  3  无论采用什么误差评价标准，SFDTD(4,4)算法和平均材质模型相结合的

方案能够获得最好的数值精度。同基于平均材质模型的 FDTD(2,2)算法[14]和基

于局部材质模型的 SFDTD(4,4)算法相比，该方案至少消减了 的数值误差。

且基于平均材质模型的 SFDTD(4,4)算法（AM-SFDTD(4,4)）的收敛率也略高于基

于平均材质模型的 FDTD(2,2)算法（AM-FDTD(2,2)）。若限定同样的全局相对误

差条件，AM-SFDTD(4,4)方案的空间分辨率只需是 AM-FDTD(2,2)方案的 50%。因

此，AM-SFDTD(4,4)方案也就节省了大量内存和计算时间。 

%75

 

表 5.1  有耗介质球近场误差对比。采用 FDTD(2,2)和 SFDTD(4,4)两种算法。空

气介质分界面的处理分别采用：局部材质模型（LM）、阶梯近似模型（SM）、平均

材质模型（AM）。全局相对误差（
2L

ρ) ）和最大局部相对误差(
1L

ρ) )两种标准被使

用。一致空间步长设置为 、 、和 ，稳定度常数 。排名（Rank）

越低，方案的误差越小，数值精度越高。 

cm0.2 cm0.1 cm5.0 5.0
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  算例 2。无耗介质球的频域远场分析。球半径 米，相对介电常数 4。入射5.0
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波沿 方向传播，z x 方向极化，频率 。一致空间步长设置为：

，稳定度常数

MHz300

mmm 025.005.01.0 ，，=Δδ 4.0=δCFL 。采用 SFDTD(4,4)算法仿

真介质球的 E面和 H面双站 RCS。空气介质分界面采用三种模型处理，包括：日

本学者 Hirono 提出的平均材质模型[15]、局部材质模型（ 11× 子网格）、我们提

出的基于高阶子网格的平均材质模型（ 99× 子网格）。利用全局误差
2L

ρ 和最大局

部误差
1L

ρ 两种标准来比较不同方案与 Mie 级数解的数值误差。从表 5.2 可以看

出，在粗网格条件下，我们提出的高阶子网格方案能够获得最好的数值精度。而

日本学者的方案，在处理曲面介质中的表现是不令人满意的。 

 

表 5.2  无耗介质球的远场误差对比。算法采用 SFDTD(4,4)方法。空气介质分界

面采用三种模型处理，包括：日本学者 Hirono 提出的模型（Hirono’s）、局部材

质模型（LM）、我们提出的平均材质模型（AM）。全局误差
2L

ρ 和最大局部误差
1L

ρ

两种标准被使用。一致空间步长设置为 mmm 025.005.01.0 ，，=Δδ ，稳定度常

数 。 4.0

 

  当一致空间步长 时，即每介质波长 10 个点，这是 FDTD(2,2)算

法设置的经验空间步长。对 FDTD(2,2)算法，采用文献[14]中提出的低阶子网格

模型(平均材质)。对 SFDTD(4,4)算法，采用本章提出的高阶子网格模型（平均

材质）。图 5.6 给出了 AM-FDTD(2,2)和 AM-SFDTD(4,4)方案的双站 RCS 计算结果。

可以看出，在一般的网格剖分条件下，基于高阶子网格技术的 SFDTD(4,4)算法

m05.0=Δδ
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仍显示出了优势。 
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（a）  E 面 
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（b）  H 面 

图 5.6  无耗介质球双站 RCS。介质球相对介电常数 4，一致空间步长 0.05m，稳

定度常数 0.4。采用 AM-FDTD(2,2)和 AM-SFDTD(4,4)两种方案。 
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  算例 3。有耗介质方柱测试。介质方柱的相对介电常数 3.3，电导率 0.3，

边长 1 米。入射波 x方向极化， 方向传播，频率 。一致空间步长 0.1

米，稳定度常数 0.5。算法采用 SFDTD(4,4)方法。材质不连续性处理分别采用阶

梯近似模型（SM）、局部材质模型（LM）、平均材质模型（AM）。我们计算三种方

案与矩量法参考解的数值误差。从图 5.7 中可以看出，平均材质模型的数值精度

是最好的。 

z MHz300
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（a）  E 面 
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（b）  H 面 

图 5.7  有耗介质方柱的双站 RCS误差。介质方柱相对介电常数 3.3，电导率 0.3，

一致空间步长 0.1m，稳定度常数 0.5。采用 AM-SFDTD(4,4)、LM-SFDTD(4,4)、

SM-SFDTD(4,4)三种方案，矩量法作为参考解。 

 

  算例 4。无耗介质圆锥测试。介质圆锥的相对介电常数 3.1，底面半径 0.5

米，高 1 米，轴向沿 z 方向。入射波 x方向极化， 方向传播，频率 。

一致空间步长 0.1 米，稳定度常数 0.5。方案分别采用基于平均材质的 FDTD(2,2)

算法和基于平均材质的 SFDTD(4,4)算法。图 5.8 给出了粗网格条件下圆锥双站

RCS 的计算结果。可以看出，基于平均材质的高阶辛算法的数值结果和有限元法

吻合得更好。 

z MHz300
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（a）  E 面 
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（b）  H 面 

图 5.8  无耗介质圆锥的双站 RCS。介质圆锥相对介电常数 3.1，一致空间步长

0.1m，稳定度常数 0.5。采用 AM-FDTD(2,2)和 AM-SFDTD(4,4)两种方案，有限元

法作为参考解。 

99 



安徽大学博士论文  高阶辛算法的理论和应用研究 

 

§5.4.  高阶共形网格技术 

  在对自由空间中的金属曲面进行电磁建模之前，我们先进行如下假设： 

（1）因为电场分量是由磁场分量决定的，所以我们只修正磁场分量，而保持电

场分量的迭代公式不变。这点和传统 FDTD 方法中的局部共形技术[3, 16]是一致

的。 

（2）在修正磁场分量时，我们只修正距离其半个网格的电场围成的内环路，而

不修正距离其 1个半网格的电场围成的外环路。这样做的原因有二。其一，使高

阶共形网格生成技术和传统 FDTD 方法中的低阶共形网格生成技术无异，保持了

良好的兼容性。其二，根据文献[16]，局部低阶共形技术假设：在金属外部棱边

中点的电场值近似等于整条棱边中点的电场值，在金属外部区域中心的磁场值近

似等于整个区域中心的磁场值。这样，电场和磁场分量就保持了原有的空间位置，

而无需插值操作。这种假设成立的条件是棱边的尺寸和区域的面积比较小。然而，

外环路对应的棱边尺度和区域面积都比较大，所以不宜采用共形处理。 

  对于电场分量，我们对它的迭代公式不做任何修正。采用 SFDTD 算法，

以 场为例 
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  (5.11) 

  对于磁场分量的迭代公式，广义法拉弟积分定律可写为(5.12-5.13)式，对

应的回路如图 5.9 所示。 

∫∫ ∫ ⋅
−

=⋅
∂
∂

1 1

ˆ1

00
S L

dd
t 11 LESH

εμ
     (5.12) 
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22 LESH dd
t LS

⋅
−

=⋅
∂
∂

∫∫∫
22

ˆ1

00εμ
     (5.13) 

这里， 是距离磁场 网格长度的 4 个电场围成的内回路， 为该内回路对应

的区域； 是距离磁场 网格长度的 4个电场围成的外回路， 为该外回路对

应的区域。 

1L 5.0 1S

2L 5.1 2S

 

图 5.9  广义法拉弟积分回路。中心黑点表示磁场 。距离磁场 网格长度的

4 个电场围成内回路 ，距离磁场 网格长度的 4 个电场围成外回路 。我们

仅对内回路 进行修正。其中， 和 为内回路 的 和 节点对应棱边在

金属外部（电场不为零）的长度，灰色区域表示内回路 在金属内部的区域。 

xH 5.0

1L 5.1 2L

1L yl ,1 zl ,1 1L yÊ zÊ

1L

 

  下面以磁场的 x分量为例，具体论述如何修正磁场的迭代公式。 

  首先，我们不修正 场对应的外回路 。将时间连续的积分方程(5.13)直

接转化成时间连续的差分方程(5.14) 

xH 2L
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  其次，我们将 场对应的内回路 分成变形网格（和金属曲面相交的网格）

和非变形网格（和金属曲面不相交的网格）两种。对于非变形网格，我们将(5.12)

式直接转换成差分方程。对于变形网格，我们采用局部共形技术[3]对其进行处

理。将时间连续的积分方程(5.12)修正成时间连续的差分方程(5.15) 
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  (5.15) 

其中 和 为内回路 的 和 节点对应棱边在金属外部（电场不为零）的

长度，里面的标号是棱边起始端点的网格索引， 为内回路 在金属外部的面

积。 

yl ,1 zl ,1 1L yÊ zÊ

∗Δ 1S 1L
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图 5.10  共形网格常见的 12 种情况。其中灰色区域代表金属内部。 

 

  对于 的计算，一般可以分为如图 5.10 中给出的 12 种情况。情况(1-12)

对应的 计算公式： 

∗Δ 1S

∗Δ 1S

(1)  ),,(),,(5.0 ,1,11 kjilkjilS zy⋅=Δ ∗

(2)  ),1,(),,(5.0 ,1,11 kjilkjilS zy +⋅=Δ ∗

(3)  ),1,()1,,(5.0 ,1,11 kjilkjilS zy ++⋅=Δ ∗

(4)  ),,()1,,(5.0 ,1,11 kjilkjilS zy +⋅=Δ ∗

(5)  )],,([)],,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzyyzy −Δ⋅−Δ⋅−ΔΔ=Δ ∗

(6)  )],1,([)],,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzyyzy +−Δ⋅−Δ⋅−ΔΔ=Δ ∗

(7)  )],1,([)]1,,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzyyzy +−Δ⋅+−Δ⋅−ΔΔ=Δ ∗

(8)  )],,([)]1,,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzyyzy −Δ⋅+−Δ⋅−ΔΔ=Δ ∗
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(9)  )],,()1,,([5.0 ,1,11 kjilkjilS yyz ++⋅Δ⋅=Δ ∗

(10)  )],,(),1,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzy ++⋅Δ⋅=Δ ∗

(11)  )],,()1,,([5.0 ,1,11 kjilkjilS yyz ++⋅Δ⋅=Δ ∗

(12)  )],,(),1,([5.0 ,1,11 kjilkjilS zzy ++⋅Δ⋅=Δ ∗

可以看出，(9)和(11)的计算公式是一样的，(10)和(12)的计算公式也是一样的。

所以可以合并成 10 种常见情况。需要指出的是，在求解 过程中，金属曲面

在

∗Δ 1S

yoz平面的投影曲线被近似成直线来处理。 

  再次，和高阶子网格法类似，根据根据麦克斯韦方程的积分形式和微分形式

的等价性，我们将(5.15)乘以 加上(5.14)乘以8/9 8/1− ，便可得到时间连续空

间离散的 场迭代公式 xH
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  (5.16) 

  最后，在时间上采用 级 阶辛积分方法，得到 场第 级迭代公式 m p xH l

104 



第五章  网格剖分及高阶边界处理 

)]
2
1,1,(ˆ)

2
1,2,(ˆ[

)]1,
2
1,(ˆ)2,

2
1,(ˆ[

)]},,()
2
1,,(ˆ),1,()

2
1,1,(ˆ[

)],,(),
2
1,(ˆ)1,,()1,

2
1,(ˆ{[

8
9)

2
1,

2
1,()

2
1,

2
1,(

/)1(/)1(
2

/)1(/)1(
2

,1
/)1(

,1
/)1(

,1
/)1(

,1
/)1(

100

/)1(/

+−−++×−

−+−++×+

+−+++−

+−+++×

Δ

Δ
×+++=++

−+−+

−+−+

−+−+

−+−+

∗
−++

kjiEkjiE

kjiEkjiE

kjilkjiEkjilkjiE

kjilkjiEkjilkjiE

S
c

kjiHkjiH

mln
z

mln
zy

mln
y

mln
yz

z
mln

zz
mln

z

y
mln

yy
mln

y

tlmln
x

mln
x

β

β

εμ

 (5.17) 

实际上，对于非变形网格的情况， ，zyS ΔΔ=Δ ∗
1 yyl Δ=,1 ， zzl Δ=,1 。因此，公

式(5.17)的形式就和第三章的(3.19)式保持了一致。对于其它磁场场量的高阶共

形处理也是类似的。 

  由于采用了变形网格， 小于未修正的非变形网格区域的面积。为了保证

时域电磁仿真的稳定性和精确性，我们令 

∗Δ 1S

⎩
⎨
⎧

Δ<Δ
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SSS

S
γ
γ

      (5.18) 

其中， 为未修正的内回路 对应的面积（非变形网格的面积）。式(5.18)表

明当变形网格在金属外部的面积小于某个设定的阈值时，我们则用金属材质完全

填充该网格。阈值

1SΔ 1L

γ 控制了该算法的数值精度和最大稳定度。γ 越小，数值精度

越高，最大稳定度越低。 

  一致空间步长条件下，高阶共形 SFDTD 算法的全局最大稳定度（Global 

Maximum Stability）可由(5.19)估计 
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∗
∗ =

S

TCFL
λ
λ

max , |)
)(max

8
9

24
1|2(max

1

,1

1
∗

∀

∀

∗

Δ

Δ
⋅+×=

S

l
LS

δδδλ   (5.19) 

这里， Tλ 是时间稳定度因子，空间共形处理后，它并不改变。对称辛算子和时

间可逆辛算子的时间稳定度因子已经在第三章的表 3.3 和表 3.4 中列出。对于任

意磁场分量对应的内环路 ， 是 包含的 4条棱边在金属外部长度的最

大值。我们计算每一个内环路对应的空间稳定度因子，再找出所有因子中最大的

那个，就是全局空间稳定度因子 。共形处理后， 显然比处理前要偏大，因

1L )(max ,1 δδ
l

∀
1L

∗
Sλ

∗
Sλ
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此全局最大稳定度比共形处理前要减小。事实上，公式(5.19)有些太过严格，原

因有二。其一，我们只将磁场对应的内环路做了共形处理，而电场对应的内、外

环路均未修正。全局稳定度是电磁场共同决定的，所以实际中我们可将(5.19)

算出的最大稳定度 和算法原始的最大稳定度 相乘后开根号，作为

稳定度常数的设定标准。其二，全局空间稳定度因子不应该是所有内环路对应的

空间稳定度因子的最大值，而应该是按某种法则求出的平均值。通过大量的数值

试验，当

∗
maxCFL maxCFL

01.0=γ 时，高阶共形辛算法可获得令人满意的数值结果，算法的最大

稳定度减小到非共形处理的 。 %40

  接下来，我们做一些数值试验，来验证该高阶共形技术的优势。在下面算例

中，入射平面波沿 方向传播，z x方向极化，频率 。MHz300 x , y , 三个方向的

空间步长一致，即

z

δΔ=Δ=Δ= zyxΔ 。阈值 01.0=γ 。对于高阶共形辛算法，其

稳定度减小到非共形处理的 。对于低阶共形 FDTD 法，其稳定度减小到非共

形处理的 。 

%40

%35

  算例 1。电小导体圆柱的散射问题。圆柱高2米，半径1米，对称轴沿 y方向。

方案采用高阶共形 SFDTD(3,4)算法（HC-SFDTD(3.4)）、高阶阶梯近似 SFDTD(3,4)

算法（HS-SFDTD(3,4)）、低阶共形 FDTD(2,2)算法（LC-FDTD(2,2)）。我们计算

三种方案的 E 面双站 RCS 与矩量法（参考解）的全局相对误差
2L

ρ) ，然后画出误

差随空间分辨率变化的曲线。从图 5.11 可以看出，无论在粗网格还是在细网格

条件下，高阶共形辛算法的数值精度都是最好的。 
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图 5.11  导体圆柱 E 面双站 RCS 的全局相对误差随空间分辨率变化的曲线。采

用 HC-SFDTD(3,4)、HS-SFDTD(3,4)、LC-FDTD(2,2)三种方案。 

 

  算例 2。电大导体球的散射问题。球直径 14 米，空间分辨率取每波长 7 个

点。方案采用高阶共形 SFDTD(3,4)算法、高阶阶梯近似 SFDTD(3,4)算法、低阶

共形 FDTD(2,2)算法。在计算后向小角度（ ）内的远区散射场时，为

了得到精确的数值结果，我们忽略了前向外推输出面的贡献[17]。图 5.12 画出

了导体球的 E面和 H面双站 RCS。此外，表 5.3 给出了三种方案的双站 RCS 与 Mie

级数解的全局相对误差

oo 180165 −

2L
ρ) 。可以看出，对于电大目标，由于高阶共形辛算法的

数值色散很低且使用了局部共形网格，因此获得了极其精确的数值结果。特别的，

与电小目标不同的是，对于电大目标，高阶阶梯近似 SFDTD(3,4)方案的 E 面双

站 RCS 误差要低于低阶共形 FDTD(2,2)方案。这是因为，随着目标电尺寸的增大，

这种阶梯近似的影响越来越小，而数值色散对仿真结果起到了更为关键的作用。

在图 5.12(a)中，阶梯近似 SFDTD(3,4)的数值结果在解析解附近的“幅度”摆动

比较大，这是采用了规则的结构网格造成的。不同的是，低阶共形 FDTD(2,2)方

案在 附近的 RCS 曲线有明显的“错位”和“歪曲”现象，这是由于其明

显的数值色散而引入的相位误差造成的。对于高阶共形 SFDTD(3,4)方案，一方

o20=θ
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面空间高阶差分和时间高阶辛积分保证其有低的数值色散性，另一方面局部共形

网格保证了其能有效的模拟金属曲面。因此，该高阶共形辛算法尤其适用于电大

导体目标的电磁仿真。 
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（a）  E 面 
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（b）  H 面 

图 5.12  直径 14 米的导体球双站 RCS。采用 HC-SFDTD(3,4)、HS-SFDTD(3,4)、

LC-FDTD(2,2)三种方案。空间分辨率每波长 7个点。 
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表 5.3  导体球双站 RCS 的误差对比。采用 HC-SFDTD(3,4)、HS-SFDTD(3,4)、

LC-FDTD(2,2)三种方案。空间分辨率每波长 7 个点。全局相对误差标准
2L

ρ) 被使

用。 

 

  我们设定同样的 H 面 RCS 误差限制（ %1
2
=Lρ

)
），上述三种方案消耗的计算

时间和内存如表 5.4 所示。可以看出，高阶共形辛算法能够节省大量的计算机资

源。 

 

表 5.4  同样的 H面 RCS 误差限制条件下不同方案消耗的计算时间和内存。 

 

算例 3。导体椭球的散射问题。为了验证高阶共形技术是否适用于曲率变化的金

属曲面，我们测试了导体椭球的例子。椭球方程 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

      (5.20) 

这里， ， ，ma 6.0= mb 8.0= mc 0.1= 。入射波 400MHz，z 方向传播，x 方向极

化。一致空间步长 ，方案采用低阶共形 FDTD(2,2)算法和高阶共形

SFDTD(3,4)算法。在 条件下，采用 LC-FDTD(2,2)方案作为参考解。

计算细网格条件下的参考解和粗网格条件下的数值解的 RCS 绝对误差，并将结果

显示在图 5.13 中。可以看出，高阶共形方案的整体误差明显小于低阶共形方案，

且高阶共形方案消减了 50%的最大局部误差。 

m1.0=Δδ

m025.0=Δδ
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（a）  E 面 
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（b）  H 面 

图 5.13  导体椭球的双站 RCS 绝对误差。入射波频率 400MHz，一致空间步长

，采用 LC-FDTD(2,2)和 HC-SFDTD(3,4)两种方案。在m1.0=Δδ m025.0=Δδ 条件

下，采用 LC-FDTD(2,2)方案作为参考解。 
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§5.5.  小结 

  本章我们致力于高阶子网格和高阶共形网格的研究。两者的推导思路都是基

于广义的安培环路定理或者广义的法拉弟电磁感应定理。先将时间连续的积分方

程修正成时间连续的差分方程，然后在时间方向上采用显式辛积分方法最终得到

电磁场分量的迭代公式。我们证明：在均匀媒质空间中，这些修正后的公式可以

和第三章原始的迭代公式保持形式上的一致。 

  对于材质不连续性处理问题，高阶子网格技术能够有效求解介质分界面处的

平均电磁参数。一方面，它可还原成局部材质模型；另一方面，通过设置一定的

子网格划分密度，它能获得令人满意的近场和远场结果。 

  对于金属曲面的电磁建模问题，高阶共形技术是一种局部非结构

（Unstructured）网格技术。一方面，它只将磁场对应的内环路进行修正，可采

用和传统 FDTD 方法一致的共形网格生成技术，且能够有效的模拟金属曲面；另

一方面，空间高阶差分和时间高阶辛积分的结合，使该高阶共形辛算法有良好的

数值精度和数值色散性，其在电大目标和电小目标的测试中均有优势。 

  无论高阶子网格技术还是高阶共形网格技术，其都能在粗网格条件下取得和

FDTD 细网格条件下相同的数值精度。因此，若给定相同的数值误差限制，高阶

辛算法将节省大量的内存和计算时间。 
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第六章  高阶辛算法在波导仿真中的应用 

§6.1.  引言 

  各种波导元器件和其组成的子系统，如谐振器、衰减器、滤波器、耦合器，

在微波集成电路的设计中有重要作用。由于微波系统的电尺寸可能极其庞大且集

成元件的种类复杂（甚至含有射频电路），有限的计算机资源不可能支撑整个系

统仿真的耗费。因此，我们先对每个元件或者子系统进行电磁仿真，求出相关的

特性参数，然后采用网络分析法对整个系统进行各种分析。这些分析包括一些常

用的工程参数：输入输出阻抗、增益、系统传递函数等，也包括一些工程上关心

的系统特性：电磁兼容、信号完整性等。根据上述陈述，对单个波导器件或者相

关子系统的谐振模式分析、散射参数分析、不连续性的分析对整个微波系统特性

的研究有很强的指导和参考意义。 

  传统的 FDTD 方法在微波集成电路仿真中的研究至今仍在发展和完善中，很

多国内外学者作了大量的研究工作，主要可以概括成以下几点。第一，激励源和

激励方法的研究。从空间分布上看，有点源、线源和面源[1]之分；从性质特点

上看，有硬源和软源[2]之分；从传播方向看，有双方向性源[3]和单方向性源（类

似于平面波源）[4]之分。激励方法包括，电流激励法、磁流激励法、电磁流混

合激励法[5]。第二，吸收边界的研究。包括模式匹配、阻抗匹配吸收边界条件

[6]，完全匹配层[7, 8]、广义完全匹配层[9]、强康态完全匹配层[10]吸收边界

条件。第三，参数提取的研究。对于特征值参数的提取（截止频率或谐振频率），

包括单点提取法[11]、整个空间能量提取法。对于模式电流或电压的提取，包括

线积分方法（常用于微带）[2]，面积分方法（常用于波导）[12]。对于散射参

数的提取，包括两次提取法[13, 14]和一次提取法[15]。 

  时域高阶算法在微波集成电路的仿真研究，也有不少报道。常见的是时域多

分辨率方法。基于多镜像技术，该方法能够以很低的空间分辨率对矩形波导、简

单的微带线等进行精确仿真，大大节省了内存和计算时间。但对于含曲面结构的

微波器件，时域多分辨率方法只能采用阶梯近似模型，精度很差，因此报道鲜见。

其它的一些文献也只局限于特征值参数的提取和简单的场传播分析，对于散射参

113 



安徽大学博士论文  高阶辛算法的理论和应用研究 

数提取等一些较复杂的情况，涉及极少。本章我们将高阶辛时域有限差分法初步

应用于波导的仿真，并对相关的技术进行探讨。 

§6.2.  关键技术 

  矩形波导是波导元器件家族中的代表，也是构成微波系统不可或缺的功率传

输和转换设备。它的功率容量大、结构简单、损耗小，但集成度较差。最近，由

于基片集成技术的提出，使导波结构和微带结构的集成问题取得了突破性的进

展。而基片集成波导的性质和矩形波导相近，两者在工程上具有简单的经验等价

公式。因此，高阶辛算法在矩形波导仿真中的研究，仍具有普遍的代表性。在本

节中我们针对矩形波导的仿真问题，来探讨相关技术的高阶推广。 

  §6.2.1.  源的加入 

  在对矩形波导仿真的早期研究中[4]，一般利用横向场量的时空解析表达式，

采用类似于总场散射场分离技术中的单方向性源，使入射波沿着波导纵向的正方

向传播，而反射波则沿着纵向的反方向传播。对于矩形波导的不连续性问题，该

单方向性源的最大优点是可以方便地提取反射系数。对于单频激励，该源是很不

错的选择。但工程上更关心的是器件的宽带响应。对于宽频脉冲激励，矩形波导

传输的是横磁波或横电波，我们不可能得到其横向场的时域解析表达式。因此，

该单方向性源不可能在宽带仿真中得到推广。 

  对于宽带仿真，常用的是双方向性源[3]。一般此源加在波导某个横截面上，

然后沿纵轴正反方向两个方向传播。该源加入操作简单，能用于宽带仿真，但不

易提取反射波。 

  常用的激励源为电流源，但文献[5]报导单一的电流源不能充分激励高次模。

所以，我们一般采用电流源和磁流源共同激励的方式。 
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图 6.1  金属波导示意图。波导的窄边沿 x方向长度为 ，宽边沿b y方向长度为 ，

入射波沿 轴正方向传播。 

a

z

 

  如图 6.1 所示，假设矩形波导的窄边沿 x方向长度为b，宽边沿 y方向长度

为 ，入射波沿 轴正方向传播。横截面a z ab× 的网格范围 ],[],[ 1i 212 jji × 。为了充

分激励不同的传输模式，我们采用电磁流混合激励。在 skk = 平面，电流激励如

(6.1)式和磁流激励如(6.2)式。 

)
2
1,,

2
1(),,

2
1(ˆ),,

2
1(ˆ /// −+++=+ +++

s
mln

incs
mln

xs
mln

x kjiJkjiEkjiE   (6.1) 

),,
2
1(ˆ)

2
1,,

2
1()

2
1,,

2
1( /)1(

,
//

s
mln

incms
mln

ys
mln

y kjiJkjiHkjiH ++−+=−+ −+++  (6.2) 

这里， ， 。 121 −≤≤ iii 21 jjj ≤≤

  式(6.1-6.2)中的电磁流可写成如下时空分布的形式 

),()(),,( yxtyxt ϑζ ⋅=Π ,     (6.3) incminc JJ ,
ˆ,=Π

源的时间变化 )(tζ 采用正弦或余弦调制的高斯脉冲，即 

]
)(4

exp[)cos()( 2

2
0

W
Tt

tt
−

−−=
π

ωζ      (6.4) 

扫频的中心频率为 πω 2/0 =f ， 为偏移中心频率的频谱宽度，调制高斯脉冲

的有效频谱范围

W/2

]/22/,/22/[ WWf +−∈ πωπω 。 决定脉冲的平滑程度和达到

最大值的时间。 越大，平滑度越好，但到达最大值的时间也越长。选择参数后，

0T

0T
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我们可利用快速傅里叶变换来观察时域波形的频谱，验证是否满足仿真的要求。 

  源的空间变化 ),( yxϑ 取决于矩形波导的横向场分布，即 

∑∑=
m n b

xn
a
ymyx )cos()sin(),( ππϑ      (6.5) 

这里，a和 分别是矩形波导的宽边和窄边尺寸，m和 根据激励模式的需要选

取。若激励主模 模式，则

b n

10TE 1=m ， 0=n 。 

  §6.2.2.  金属边界处理 

  考虑到矩形波导的几何形状，我们将时域多分辨率算法中使用的多镜像技术

[16]引入到 4 阶空间差分中。对于完美金属边界条件（Perfectly Conductor 

Condition），该镜像技术的基本原则是：（1）对于金属波导外部的电场切向分量

和磁场法向分量，我们采用反对称延拓；（2）对于金属波导外部的电场法向分量

和磁场切向分量，我们采用对称延拓。 

  以 平面为例，电场分量的处理如下 1ii =

),
2
1,1(ˆ),

2
1,1(ˆ

11 kjiEkjiE yy ++−=+− , 121 −≤≤ jjj   (6.6) 

)
2
1,,1(ˆ)

2
1,,1(ˆ

11 ++−=+− kjiEkjiE zz , 21 jjj ≤≤    (6.7) 

磁场分量的处理如下 

)
2
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2
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2
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2
1( 11 ++=+− kjiHkjiH yy , 21 jjj ≤≤    (6.8) 

)
2
1,,

2
3()

2
1,,

2
3( 11 ++=+− kjiHkjiH yy , 21 jjj ≤≤    (6.9) 
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2
1,

2
1(),

2
1,

2
1( 11 kjiHkjiH zz ++=+− , 121 −≤≤ jjj   (6.10) 

),
2
1,

2
3(),

2
1,

2
3( 11 kjiHkjiH zz ++=+− , 121 −≤≤ jjj   (6.11) 

其它的几个平面也可仿此处理。 

  §6.2.3.  吸收边界条件 

  对于矩形波导谐振腔的仿真，不需要吸收边界条件。而分析矩形波导中不连

续性的影响时，我们需要在波导两个端口设置完全匹配层，如图 6.2 所示。 
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图 6.2  矩形波导侧视投影图。中间浅灰色区域代表波导中的不连续性，纵向 方

向两端深灰色区域代表修正的 PML（MPML)，附加参数

z

zr ,ε 和 zr ,μ 是为了吸收消失

波。 平面为激励源平面，skk = rkk = 平面为散射参数抽取平面。 

 

  对于传统的 PML，是不能吸收消失波（衰减模式）的。常采用的措施是增加

波导的纵向长度，使消失波能够经过一定距离传播后而衰减。不幸的是，消失波

数值衰减的速度慢于理论的衰减速度，因此必须进一步增加波导的纵向长度，这

将增加计算机的资源耗费。国内学者方大刚报道[17]，在完全匹配层中引入渐变

的相对介电常数和相对磁导率，可以有效地吸收消失波。接下来，我们将该技术

推广到高阶。 

  以 场为例，将其分解成沿 方向传播的子分量 和 方向传播的子分量

之和，即 。由于 方向为金属边界，无需 PML， 的迭代公式

为 

xÊ y xyÊ z

xzÊ xzxyx EEE ˆˆˆ += y xyÊ
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而 方向设置了 PML， 的迭代公式为 z xzÊ
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这里，

),,
2
1(

),,
2
1(

kji

kjid

z

ztl

+

+Δ
=

ε

σ
ξ ， zrz ,0εεε = 。 

  zσ 的设置和第四章传统的 PML 是一样的，类似于(4.18-4.19)式。而相对介

电常数 zr ,ε 的渐变规律采用下面的多项式形式 

κ

εε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Γ
Λ

+=Λ max,, 1)( zrzr       (6.14) 

这里， 是 PML 介质到吸收边界内侧的距离，Λ Γ是 PML 的厚度，κ 控制 zr ,ε 变化

的快慢且和（4.18）式中的κ 保持一致。从吸收边界内侧到吸收边界外侧， zr ,ε 从

增加到1 max,1 zrε+ 。 max,zrε 太大吸收效果不好， max,zrε 太小则算法不稳定。一般的，

]20,5[max, ∈zrε ，且采用局部材质参数。用类似的分裂场技术也可推导出磁场分

量在 PML 区域的迭代公式，其参数设置要满足阻抗匹配条件
zrzr ,0,0 εε

σ
μμ
σ

=
∗

。 

  由于吸收边界内侧的相对介电常数和相对磁导率都是 1，电导率和磁阻率都

是 0，所以也就保持了和自由空间波阻抗的一致性。 

  §6.2.4.  参数抽取 

  对于特征值参数的提取，包括谐振频率和截止频率，一般有单点提取和区

域能量提取两种方法。两种方法都必须利用离散时间傅里叶变换。前者计算复

杂度低，且提取点必须小心放置错开波节点的位置；后者计算复杂高，但可准

确提取特征值参数。 

  为了求解矩形波导不同模式（主模和高次模）的截止频率，我们可利用横

向场谐振时电磁场能量守恒条件。即利用横向区域总电场或总磁场的能量峰值
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来定位截止频率。在横向区域内，频域电场的平均能量公式 

∫∫∫∫ ++=⋅=Σ
S zyxS

HS
E dSEEEdS )|~||~||~(|

4
~~

4
222εε EE     (6.15) 

  同理，对于矩形波导谐振腔的谐振频率，我们只需要定位整个矩形长方体区

域内的总电场或总磁场的能量峰值。在矩形长方体区域内，频域电场的平均能量

公式 

∫∫∫∫∫∫ ++=⋅=Σ
V zyxV

HV
E dVEEEdV )|~||~||~(|

4
~~

4
222εε EE    (6.16) 

  为了抽取散射参量或者反射系数，传统的方法是运行程序两次。第一次程序

运行时，去除不连续性的影响，在 rkk = 平面记录纯入射波 。第二次程序运

行时，加入不连续性的影响，同样在

incV
~

rkk = 平面记录反射波和入射波之和 。

根据两次计算结果，频域反射系数或

totV
~

11
~S 参数可写为

inc

inctot

V
VV

S ~
~~~

11
−

= 。该方法抽取

散射参量的精度较高，但需要耗费更多的计算时间。 

  最近提出的一次性参数提取方法能够节省一半的计算时间，但精度略差。其

具体步骤，可概括如下 

  （1）定义矩形波导传输状态下的模式电压V~和模式电流 I~ 。 

∫∫ ⋅×=
S r dyxzyxV ShE )],(~),,(~[~

    (6.17) 

∫∫ ⋅×=
S r dzyxyxI SHe )],,(~),(~[~

    (6.18) 

这里， 和),(~ yxe ),(~ yxh 分别为横向电场和横向磁场在某个频率时的模式函数（本

征函数）， zrr kz Δ= 为散射参数抽取平面的纵向坐标， ),,(~
rzyxE 和 ),,(~

rzyxH 为

平面上的频域矢量电场和频域矢量磁场，其值可由离散时间傅里叶变换求

出。 

rkk =

  （2）采用微分方法[15]，求解频域特性阻抗 Z~  

)/~(~
)/~(~~

dzIdI
dzVdVZ

⋅
⋅

=       (6.19) 

这里， dzVd /~
和 dzId /~

分别表示模式电压和模式电流沿纵向正方向的导数。考虑
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到电磁场的交错位置且为了保持算法的高精度，我们提出下面的高阶离散化处理 

)(~|~
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==        (6.20) 
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  （3）求出特性阻抗、模式电压和模式电流后，入射电压波 和反射电压波incV
~

refV~ 可分别写成 

Z

IZVVinc ~2

~~~~ ⋅+
=        (6.24) 

Z

IZVVref ~2

~~~~ ⋅−
=        (6.25) 

频域散射参量 11
~S （反射系数）可以表示为 

inc

ref

V
V

S ~
~

~
11 =        (6.26) 

§6.3.  数值算例 

  算例 1。分析矩形波导 R120 的谐振频率，算法采用 FDTD(2,2)、FDTD(2,4)

和 SFDTD(3,4)方法。波导谐振腔尺寸 mmmmmmcba 288.14525.9050.19 ××=×× ，

空间步长 ，稳定度常数mm381.2=Δδ 4.0=CFL ，计算时间步 。调制

高斯脉冲源频谱范围 ，扫频间隔 。在扫频范围内，可激

励的谐振模式包括 ， （ ）， ， （ ）。对于 FDTD(2,4)

方法和 SFDTD(3,4)方法，金属边界采用镜像技术处理。为了能够充分激励各种

谐振模式（包括 TE 模式和 TM 模式），我们要设置

10000max =n

]21,12[ GHzGHz GHz01.0

101TE 110TE 110TM 011TE 111TE 111TM

0=n 时刻的纵向电场和纵向磁

场的初始条件 

}
2

)2/1()2/1(
exp{),2/1,2/1( 2

22
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jjii
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τ
−++−+

−=++   (6.27) 
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}
2

)()(
exp{)

2
1,,(ˆ

2

22
0

g

cc
z

jjii
kjiE

τ
−+−

−=+     (6.28) 

这里， ， ， 是波导中心对应的网格索引，ci cj ck gτ 是空间脉冲宽度， 的取

值范围可设置为： ，

kji ,,

2iiic ≤≤ 2jjjc ≤≤ ， 2kkkc ≤≤ 。通过上面的设置，高斯

脉冲的空间分布便具有不对称性，因而能激励出所有可能的模式。我们先采用离

散时间傅里叶变换计算频域电场值，然后用(6.16)式计算整个谐振腔内部的电场

总能量，其峰值对应的频率就是谐振频率。在图 6.3 中，电场总能量按最大值进

行了归一化处理。可以看出，高阶辛算法和解析解吻合地很好，而传统的时域有

限差分法和高阶 FDTD(2,4)方法对应的谐振频率有明显的偏移。 
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图 6.3  矩形波导谐振腔的频域电场总能量。能量峰值对应的频率为该波导的谐

振频率。波导尺寸 mmmmmm 288.14525.9050.19 ×× ，空间步长 mm381.2=Δδ ，稳

定度常数 ，算法采用 FDTD(2,2)方法、FDTD(2,4)方法和 SFDTD(4,4)

方法。 

4.0=CFL

 

  算例 2。填充介质的 R2600 波导。波导横向尺寸 mmmmba 432.0864.0 ×=× ，

两端用 10 层修正的 PML（MPML）作为吸收边界条件，MPML 区域的最大相对介电
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常数和最大相对磁导率设置为： 20max,max, == zrzr εμ ，电导率和磁阻率设置参照

(4.19)。一致空间步长 ，稳定度常数mm072.0=Δδ 5.0=CFL 。 

  首先，我们测试下 MPML 的吸收效果，算法使用 SFDTD(3,4)方法。调制高斯

脉冲参数 ， ，频谱范围psT 58.100 = psW 25= ]340,180[ GHzGHzf ∈ 。波导纵向

长度占据 41 个网格，点源位于整个波导中心，记录点位于波导横向面的中心且

纵向距 MPML 两个网格。首先，记录前 200 个时间步内的 场场值 。然后，

将纵向长度增加到 241 个网格，获得数值参考解 。定义每个时间步的相对

反射误差 

xÊ
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xÊ
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10 nE
nEnE
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xn
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x

f
x −

=ρ)      (6.29) 

图 6.4 给出了相对反射误差随时间的变化曲线。可以看出吸收率在-60dB 左右。 
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图 6.4  MPML 的相对反射误差随时间的变化曲线。 

 

而若我们使用传统的 PML（不引入相对介电常数和磁导率）且 PML 区域内的电导

率和磁阻率的设置同 MPML 保持一致，则经过长时间仿真后该传统的 PML 是不稳

定的。因为分裂场 PML 本身是弱康态（Weakly Well-Posed）的，而该 3 阶对称
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辛算子的数值变化较为剧烈，因此导致了传统 PML 不稳定。若仍想正常操作传统

的 PML，也就必须降低最大电导率 maxσ 和磁阻率 的数值，这也就影响了吸收

的效果。而对于修正的 PML 除了可获得良好的吸收效果外，它也能够保持长时间

的稳定性，相关的数学证明值得进一步的研究。 

∗
maxσ

  其次，求该波导的截止频率，算法使用 SFDTD(3,4)方法。激励源位于

平面， 处为特征值参数抽取平面。激励源频谱范围 ，其

时空描述采用(6.3-6.5)式，且

12=sk

33=rk ]780,170[ GHzGHz

]2,0[∈m ， ]2,0[∈n ，因此可激励的模式包括 ，

， ， （ ）， （ ）， （ ）， （ ）。程

序运行 10000 步后，在特征值参数抽取平面，采用(6.15)式计算频域电场总能量，

其峰值对应的频率就是截止频率。在图 6.5 中，电场总能量按最大值进行了归一

化处理。我们不难看出，只采用电流源激励时， （ ）和 （ ）

模式未被充分激励。只采用磁流源激励时， ， ，和 模式未被充分激

励。而采用电磁流混合激励时，所有模式均被充分激励，且能量峰值对应的数值

截止频率和解析解吻合地很好。 
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（a）  纯电流源激励     （b）  纯磁流源激励 
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（c）  电磁流混合激励 

图 6.5  不同激励源的激励效果。红色虚线代表用数值解求出的波导横向面的频

域电场总能量，其能量峰值对应的频率为波导截止频率。蓝色竖线给出了解析解

求出的波导截止频率。竖线上的圆圈表示未能充分激励的模式。 

 

  最后，分析波导不连续性问题，算法使用 SFDTD(3,4)方法和传统的 FDTD(2,2)

方法。激励源位于 平面，频谱范围12=sk ]340,180[ GHzGHzf ∈ ，波导工作于主

模 模式。波导中加载一电介质块，横向尺寸和波导尺寸一致，纵向长度

，相对介电常数 3.7。波导纵向长度占据 48 个网格，介质块的中心位

于第 25 个网格。为了提取入射波和反射波，在

10TE

mm504.0

171 =rk 处设置左侧端口抽取平面。

为了提取透射波，在 处设置右侧端口抽取平面。采用微分方法，一次性

提取散射参数。图 6.6 给出了

332 =rk

11
~S 和 21

~S 参数的计算结果，有限元法作为参考解。

可以看出，SFDTD(3,4)算法和参考解吻合良好，而传统的 FDTD(2,2)算法有明显

的歪曲。 
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（b）  21
~S 参数 

图 6.6  加载介质块的矩形波导的散射参数。算法采用 SFDTD(3,4)方法和

FDTD(2,2) 方 法 。 波 导 横 向 尺 寸 mmmm 432.0864.0 × 。 介 质 尺 寸

，相对介电常数 3.7。一致空间步长 ，稳

定度常数 0.5。 

mmmmmm 504.0432.0864.0 ×× mm072.0
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图 6.7  R40 矩形波导 PBG 结构。波导横向尺寸 mmmmba 083.29170.58 ×=× ，7

个无耗电介质圆柱呈周期性分布，直径 ，间距b，相对介电常数 3.0。 2/b

 

算例 3。R40 矩形波导光子带隙（Photonic Band Gap）结构[18]，方案采用

AM-SFDTD(3,4)算法和 AM-FDTD(2,2)算法。如图 6.7 所示，矩形波导横向尺寸

mmmmba 083.29170.58 ×=× ，7个无耗电介质圆柱呈周期性分布，直径 ，间

距 ，相对介电常数 3.0。调制高斯脉冲扫频范围 ，波导工作于

主模 模式。空间步长 ，

2/b

b ]1.5,7.2[ GHzGHz

10TE mmx 542.14=Δ mmy 847.4=Δ ， mmz 271.7=Δ ，时

间步长 。对于高阶辛算法，采用基于高阶子网格技术的平均电磁

参数来处理材质的不连续性。对于传统的 FDTD(2,2)算法，采用基于低阶子网格

技术的平均电磁参数。波导 PBG 结构散射参数的抽取结果如图 6.8 所示。可以看

出，随着频率增大，传统时域有限差分法的数值结果有偏移。 

pst 783.80=Δ
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（b）  21
~S 参数 

图 6.8  矩形波导 PBG 结构的散射参数。方案采用 AM-FDTD(2,2)算法和

AM-SFDTD(3,4)算法。空间步长 mmx 542.14=Δ ， mmy 847.4=Δ ， ，

时间步长 。 

mmz 271.7=Δ

pst 783.80=Δ
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§6.4.  小结 

  本章我们将高阶辛时域有限差分法初步应用于波导仿真，并将相关技术推广

到高阶。为了充分激励高次模，采用了电磁流混合激励的方式；为了吸收消失波，

将渐变介电常数和磁导率引入到高阶完全匹配层；为了有效抽取特征值参数，采

用计算总区域能量的方法；为了有效抽取散射参数，将微分方法推广到高阶。通

过一系列的数值算例，证明了上述高阶技术的有效性。且与传统的时域有限差分

法相比，高阶辛算法在波导仿真中已初显优势。 
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结束语 

  科学计算对人类科技和文明的发展起到了不可磨灭的推动作用，各个国家对

此高度重视，投入了大量的人力、物力和财力。科学计算渗透在各个学科、各个

领域内，形成了计算物理、计算化学、计算生物等一系列新的研究方向。在这期

间，各类学科专业、学术报导、科研项目、实验中心激增，商业软件和实际产品

也不断涌现。由于科学计算为各个领域提供了新的思路、方法和指导，因此表现

出高速的发展态势和强大的生命力。作为计算物理的重要分支，计算电磁学是科

学计算、电磁场理论及电磁场工程的结合和再生，在材料、航空航天、遥感、无

线通讯、微电子等领域都有重要的应用和发展。 

  近半个世纪来，计算电磁学算法不断革新，解决问题也逐步趋向工业实际。

以宽带、电大、复杂为目标，以有限元法、矩量法、时域有限差分法为主线，以

软件技术和硬件技术为依托，计算电磁学一路走来成果颇丰，几经辉煌。虽然有

所突破，但目前仍有很多机遇与挑战。 

  作为计算电磁学算法的杰出代表之一，时域有限差分法从 1966 年 Yee 网格

提出至今 40 年有余，其学术论文、著作逐年递增，也出现了 CST，XFDTD，CFDTD

等商业软件。时域有限差分法是直接离散麦克斯韦方程的时域解决方案，它的演

进是以时空离散方法和网格为方向，其一是改进数值色散性和数值稳定性，其二

是改进结构网格造成的阶梯近似。 

  本论文也是针对上述两条展开了对高阶辛时域有限差分法的系统研究工作。

时间上的离散方式采用高阶辛积分，改善稳定性；空间上的离散方式采用高阶差

分，改善色散性；非均匀边界处理采用高阶子网格和高阶共形网格，改善阶梯近

似。通过离散方法和网格之间的相互配合，达到快速度、低内存、高精度电磁仿

真的目标。本文所做的工作，对高阶时域方法的理论发展和工程推广有重要的意

义。 

  对于高阶辛算法，仍有许多新的方向值得研究，仍有许多新的思路值得探讨。

关于将来的工作，作者认为应从以下几个方面进行更深入的研究和改善： 

  （1）由于辛积分方法是更精确、精细的时间步进方法，因此需要发展时间

方向上的高阶插值方案。该方案可以使混合亚网格（Hybrid-Subgridding）技术、
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平面波斜入射技术在高阶辛时域有限差分法中得以推广。 

  （2）由麦克斯韦方程的辛性质可知，任意时刻电磁场场值可由初始时刻的

场值连续决定。该性质在偏微分领域被称作“强康态”。因此，强康态完全匹配

层是和高阶辛算法更为匹配的吸收边界条件。特别的，对于数值剧烈变化的辛算

子而言，传统的分裂场完全匹配层是弱稳定甚至是不稳定的。强康态完全匹配层

的使用有望克服该问题。此外，怎样能将强康态完全匹配层用于波导仿真也值得

研究。 

  （3）在粗网格条件下，高阶共形技术能获得较高的数值精度，但需要减小

时间步长。最近提出了一些新的低阶共形技术，无须减小时间步长且能够获得令

人满意的数值精度。将来可以考虑将这些新技术推广到高阶。 

  （4）高阶辛时域有限差分法在色散媒质、各向异性媒质中的应用还鲜见报

导。而这些媒质的高阶边界处理，也是很有挑战性的课题。 

  （5）高阶辛时域有限差分法的并行研究问题。是否存在时间方向上并行的

可能？空间方向上并行时，不同节点电磁场场值的数据交换应怎样操作？ 

  （6）将高阶辛积分和其它空间高阶方法相结合。可以对辛伪谱方法、辛紧

差分方法、辛多分辨率方法等进行系统研究。 
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